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3.6 Második momentum módszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4 Generátor függvények 68
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Bevezetés

Gratulálunk, ön a diszkrét matematika előadás jegyzetét tartja a kezében vagy a számı́tógépe

képernyőjén vagy a tabletjén... Jelenleg, az előadás jegyzetben szereplő tudás a jegyzet

lapjain van, a cél, hogy a tudás átkerüljön a fejébe. Ha a transzfer nem sikeres akkor

semmivel nem ér többet a jegyzete mintha nem is lenne. Hogyan használjuk? Javaslom,

hogy nyomtassa ki és vigye magával az előadásra és gyakorlatra. ı́gy az előadáson nem kell

jegyzetelnie, esetleg extra információkat ı́rhat a margóra. Ha a gyakorlatra viszi akkor

a feladatok megoldásában tud seǵıteni. Ha úgy dönt, hogy nem nyomtatja ki, akkor le-

galább előre töltse le és legalább tabletet használjon. A wi-fi ugyanis nagyon gyenge a

termekben és egy okos telefon képernyőjáről megérteni bonyolult dolgokat (jelölésekkel

egy másik oldalon) majdnem, hogy lehetetlen. Valósźınűleg a legtöbb amit ı́gy elérhet,

hogy a gyakorlatvezetőt elgondolkoztatja, hogy mennyivel jobb volt minden az okostele-

fonok kora előtt.

Néhány szó a kurzus témáival kapcsolatban. Az elsődleges cél, hogy megtanuljuk

más matematikai területekről jövő eszközök használatát diszkrét matematikai problémák

megoldásában. Legfőképp lineáris algebrát és valósźınűségszámı́tást, de egy kicsi anaĺızist

is fogunk használni. Kérek mindenkit, hogy győződjün meg a félév kezdetén, hogy alapos

tudása van ezeken a területeken, különben állandóan el lesz veszve a szemeszter folyamán.

Megpróbáltam érdekes és szórakoztató eredményeket összegyűjteni, de elsősorban a módszerek

a fontosak. Ezek a módszerek a diszkrét matematika kalapácsai és csavarhúzói. Ez

a kurzus nem művészettörténeti óra ahol mindig valamit nagyra kell tartani. Az sem

különösebben érdekel ha valaki az egészet utálja, csak tanulja meg ezeket az eszközöket

és módszereket használni. Természetesen azért b́ızom benne, hogy mindenki érdekesnek

fogja találni a kurzust és élvezni tudja.

Ezen előadás jegyzet időnként több anyagot tartamaz, mint amennyit el tudok mon-

dani az előadáson. Egy * jelöli azokat a részeket, amelyek valósźınűśıthetően nem fognak

szerepelni az előadáson. Ha idő engedi valamely részüket megpróbálom elmondani az

előadáson. Egyébként az érdeklődők bőv́ıthetik velük a tudásukat vagy tesztelhetik a

megértésüket ezen részekkel.

Néhány szó az előadóról. Nem teljesen katasztrófa. Ha kérdése vagy problémája

van, kérje a seǵıtségét. Egy csomó időt meg tud spórolni a kérdései megválaszolásával.
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Még ez a csodálatos jegyzet sem képes direktbe megválaszolni kérdéseket. ı́gy megkérek

mindenkit, hogy ne legyen félénk vagy büszke feltenni a kérdéseit.

Vannak más források is amik tudnak seǵıteni ezzel a kurzussal kapcsolatban. Minden

fejezet elején felsorolok néhány cikket, könyvet a fejezettel kapcsolatban. Legtöbb esetben

még csak könytárba se kell menni, mert a a legtöbb ajánlott könyv elérhető interneten.

Sok szerencsét a tárgyhoz!
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1. Spektrál gráfelmélet

Ebben a fejezetben minden gráf egyszerű hacsaknem másként nem jelezzük, tehát nincs-

enek hurok és többszörös élek. (A Laplace mátrixról szóló részben majd engedni fogunk

többszörös éleket.)

Az utolsó Laplace mátrixról szóló résztől eltekintve a gráf adjacenci mátrixát fogjuk

vizsgálni. Egy G = (V,E) gráf A(G) adjacencia mátrixát a következőképpen defińıáljuk:

ez egy szimmetrikus |V | × |V | méretű mátrix, amelyet a csúcsokkal indexelünk:

A(G)u,v =

{
1 if (u, v) ∈ E(G),

0 if (u, v) /∈ E(G).

Ha G világos a szövegkörnyezetből akkor csak A-t ı́runk A(G) helyett.

Lényeges, hogy megértsük mit jelent az A(G)-vel való szorzás:

(Ax)u =
∑

v∈V (G)

Au,vxv =
∑

v∈NG(u)

xv,

ahol NG(u) az u csúcs szomszédainak halmaza G-ben. Tehát az A(G)-vel való szorzás

egyszerűen összeadja a csúcs szomszédain a számokat és ezt ı́rjuk a csúcshoz. Speciálisan

ha x sajátvektora Aünak, vagyis, Ax = λx akkor minden u csúcsra

λxu =
∑

v∈NG(u)

xv.

Lineáris algebrából tudjuk, hogy ha A valós szimmetrikus mátrix akkor a sajátértékei

valósak és ki tudunk választani egy sajátvektorokból álló ortonormális bázist. Emlékeztető:

ha Ax = λx és Ay = µy és λ ̸= µ akkor x és y azonnal ortogonálisak egymásra. Viszont

ha λ = µ akkor ez nem feltétlenül igaz, de ekkor is ki tudunk választani ortogonális

vektorokat a sajátaltérből.

Ezen fejezet fő célja, hogy egy nagyon tömör bevezetést nyújtson a spektrál gráfelméletbe.

Azt szeretnénk megérteni, hogy hogyan függnek össze az adjacencia mátrix sajátértékei a

gráf tulajdonságaival. Például ki fog derülni, hogy a legnagyobb sajátérték egy fokszám

jellegű dolog ami az átlag fokszám és a legnagyobb fokszám között van. A többi sajátérték

a gráf pseudorandomságát illetve expanzióját fogja meg.

Ajánlott irodalom:
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A. E. Brouwer and W. H. Haemers: Spectra of Graphs [6]. A könyv egy korábbi verziója

fenn van az interneten. Másik két ajánlott könyv:

J. Matousek: Thirty-three miniatures: mathematical and algorithmic applications of lin-

ear algebra [11]

R. Stanley: Topics in algebraic combinatorics [13]

Ezek is fenn vannak a neten. Utóbbi esetben az online verzó nem tartalmazza a

feladatokat. A könyvek mellet szeretném még felh́ıvni a figyelmet a SageMath szoftver

adta lehetőségekre. Részleteket lásd az 1.6 részben.

1.1 Csak lineáris algebra

Ebben a részben lényegében a Frobenius–Perron elméletet tárgyaljuk a mi esetünkre

specializálva. Viszont csalni fogunk. Mivel a mi mátrixaink szimmetrikusak, ezért egy

csomó esetben egyszerűśıteni tudjuk a gondolatmeneteket.

Számos alkalommal fogjuk használni azt a tényt, hogy egy n×n-es valós szimmetrikus

A mátrixhoz kiválasztható1 egy ortonormált sajátbázis. Legyen u1, . . . , un ortonormális

sajátvektorok, amelyek λ1 ≥ · · · ≥ λn sajátértékekhez tartoznak: Aui = λiui, és (ui, uj) =

δij.

Kezdjük néhány egyszerű megfigyeléssel.

1.1.1 Álĺıtás. Ha G egyszerű gráf A adjacencia mátrixának sajátértékeire fennáll, hogy∑
i λi = 0 és

∑
λ2
i = 2e(G), ahol e(G) jelöli G éleinek számát. általában pedig

∑
λℓ
i az ℓ

hosszú zárt séták számát határozza meg.

Bizonýıtás. Mivel Güben nincs hurokél, ezért∑
i

λi = TrA = 0.

Mivel G-ben nincs többszörös él, ezért A2 diagonális elemi G fokszámai. Tehát∑
i

λ2
i = TrA2 =

∑
di = 2e(G).

A harmadik álĺıtás is abból következik, hogy TrAℓ éppen az ℓ hosszú zárt séták számát

adja meg.

Felhasználva az alábbi jól ismert 1.1.2 álĺıtást finomı́tani tudunk a fenti álĺıtáson a

kovetkező módon. Az ℓ hosszú séták száma az i és j csúcsok között∑
k

ck(i, j)λ
ℓ
k.

1Az I mátrix minden bázisa sajátvektorokból áll, de persze nem lesznek azonnal ortogonálisak.
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Itt a konstans ck(i, j) = uikujk, ahol uk = (u1k, u2k, . . . , unk).

1.1.2 Álĺıtás. Legyen U = (u1, . . . , un) és S = diag(λ1, . . . , λn). Ekkor

A = USUT

vagy ekvivalensen

A =
n∑

i=1

λiuiu
T
i .

Következésképp

Aℓ =
n∑

i=1

λℓ
iuiu

T
i .

Bizonýıtás. Először is vegyük észre, hogy UT = U−1 mivel az ui vektorok ortonormálisak.

Legyen B = USUT . Legyen továbbá ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ahol az i-edik koordináta

1. Ekkor

Bui = USUTui = USei = (λ1u1, . . . , λnun)ei = λiui = Aui.

Tehát A és B megegyezik egy bázison, tehát A = B.

Kezdjük el vizsgálni a legnagyobb sajátértéket és a hozzá tartozó sajátvektort.

1.1.3 Álĺıtás. Következő azonosság fennáll:

λ1 = max
||x||=1

xTAx = max
x̸=0

xTAx

||x||2
.

Továbbá ha valamely x vektorra xTAx = λ1||x||2, akkor Ax = λ1x.

Bizonýıtás. Írjuk fel az x vektort az u1, . . . un bázisban: x = α1u1 + · · · + αnun. Ekkor

||x||2 =
∑n

i=1 α
2
i és xTAx =

∑n
i=1 λiα

2
i . Ebből azonnal kapjuk, hogy

xTAx =
n∑

i=1

λiα
2
i ≤ λ1

n∑
i=1

α2
i = λ1||x||2.

Másrészt uT
1Au1 = λ1||u1||2. Tehát

λ1 = max
||x||=1

xTAx = max
x̸=0

xTAx

||x||2
.

Most tegyük fel, hogy xTAx = λ1||x||2 valamely x vektorra. Feltételezve, hogy λ1 =

· · · = λk > λk+1 ≥ · · · ≥ λn, a fenti számolás azonnal adja, hogy αk+1 = · · · = αn = 0.

Tehát x = α1u1 + · · ·+ αkuk, és ı́gy Ax = λ1x.

1.1.4 Álĺıtás. Legyen A egy nemnegat́ıv szimmetrikus mátrix. Ekkor létezik egy nem

nulla x = (x1, . . . , , xn) vektor, melyre Ax = λ1x és xi ≥ 0 minden i esetén.
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Bizonýıtás. Legyen u1 = (u11, u12, . . . , u1n). Tekintsük a x = (|u11|, |u12|, . . . , |u1n|) vek-
tort. Ekkor ||x|| = ||u1|| = 1 és

xTAx ≥ uT
1Au1 = λ1.

Ekkor xTAx = λ1 és az előbbi álĺıtás szerint Ax = λ1x. Tehát x teljeśıti a feltételeket.

1.1.5 Álĺıtás. Legyen G egy összefüggő gráf, és legyen A az adjacencia mátrixa. Ekkor

(a) Ha Ax = λ1x és x ̸= 0 akkor x egyetlen eleme sem 0.

(b) A λ1 multiplicitása 1.

(c) Ha Ax = λ1x és x ̸= 0 akkor x minden elemének megegyezik az előjele.

(d) Ha Ax = λx valamely λ-ra és xi ≥ 0, ahol x ̸= 0 akkor λ = λ1.

Bizonýıtás. (a) Legyen x = (x1, . . . , xn) és y = (|x1|, . . . , |xn|). Mint eddig ||y|| = ||x||, és

yTAy ≥ xTAx = λ1||x||2 = λ1||y||2.

Tehát

Ay = λ1y.

Legyen H = {i |yi = 0} és V \H = {i |yi > 0}. Indirekt módon tegyük fel, hogy H nem

üres. Vegyük észre, hogy V \ H nem üres, mert x ̸= 0. Másrészt nem mehet él H és

V \H között: ha i ∈ H és j ∈ V \H és (i, j) ∈ E(G), akkor

0 = λ1yi =
∑
j

aijyj ≥ yj > 0

ellentmondás. De ha nincs él H és V \H között akkor G nem összefüggő ami ellentmond

a tétel feltételének. Tehát H-nak üresnek kell lennie.

(b) Indirekt tegyük fel, hogy Ax1 = λ1x1 és Ax2 = λ1x2, ahol x1 és x2 független vektorok.

Ekkor az (a) rész szerint, az x1 elemei nem 0-k, vagyis választható egy konstans c úgy,

hogy az x = x2 − cx1 vektor első eleme 0 legyen. Vegyük észre, hogy Ax = λ1x és x ̸= 0

mivel x1 és x2 függetlenek. De ekkor x ellentmond az (a) résznek.

(c) Ha Ax = λ1x, és y = (|x1|, . . . , |xn|) akkor láttuk korábban, hogy Ay = λ1y. A (b)

rész szerint az x és y vektorok lineárisan összefüggőek vagzis x = y vagy x = −y. Az (a)

rész szerint nincs 0 eleme a vektornak, ı́gy ez bizonýıtja az álĺıtásunkat.

(d) Legyen Au1 = λ1u1. A (c) rész szerint minden eleme azonos előjelű. Feltehető, hogy ez

pozit́ıv mivel u1-et lecserélehtjük −u1-re. Indirekt tegyük fel, hogy λ ̸= λ1. Mivel λ ̸= λ1

ezért x és u1 ortogonálisak, viszont ez nem lehet, mert x és u1 elemei nem-negat́ıvak,

továbbá u1 esetén pozit́ıvak, és x ̸= 0. Ez az ellentmondás mutatja, hogy λ = λ1.
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Tehát a (c) rész mutatja, hogy hogyan ismerhető fel a legnagyobb sajátérték a hozzá

tartozó sajátvektorból: az elemei pozit́ıvak (pontosabban azonos előjelűek.)

1.1.6 Álĺıtás. (a) Legyen H egy részgráfja G-nek. Ekkor λ1(H) ≤ λ1(G).

(b) Továbbá ha G összefüggő és H valódi részgráf akkor λ1(H) < λ1(G).

Bizonýıtás. (a) Legyen x egy olyan 1 hosszú sajátvektora H adjacencia mátrixának,

melynek elemei nemnegat́ıvak. Ekkor

λ1(H) = xTA(H)x ≤ xTA(G)x ≤ max
||z||=1

zTA(G)z = λ1(G).

A fenti számolásban ha H-nak kevesebb csúcsa van akkor kiegésźıtjük 0-kal a maradék

csúcsokon és ezt az új vektort is x-szel jelöljük, hogy legyen értelme a xTA(G)x-nek.

(b) Indirekt tegyük fel, hogy λ1(H) = λ1(G). Ekkor egyenlőségnek kell állnia a fenti

számolásban. Speciálisan, xTA(G)x = λ1(G). Ez azt jelenti, hogy x sajátvektora A(G)-

nek is. Mivel G összefüggő ezért x minden eleme pozit́ıv az előző lemma (c) része szerint.

Viszont ekkor xTA(H)x < xTA(G)x, ellentmondás.

1.1.7 Álĺıtás. (a) Fennáll. hogy |λn| ≤ λ1.

(b) Legyen G összefüggő gráf és tegyük fel, hogy −λn = λ1. Ekkor G páros gráf.

(c) G pontosan akkor páros gráf ha spektruma szimmetrikus a 0-ra.

Bizonýıtás. (a) Legyen x = (x1, . . . , xn) egység hosszú sajátvektor ami λn-hez tartozik,

és legyen y = (|x1|, . . . , |xn|). Ekkor

|λn| = |xTAx| =
∣∣∣∑ aijxixj

∣∣∣ ≤∑ aij|xi||xj| = yTAy ≤ max
||z||=1

zTAz = λ1.

(Másik bizonýıtás adható a következő észrevétellel: 0 ≤ TrAℓ =
∑

λℓ
i . Ha |λn| > λ1

akkor elég nagy ℓ páratlan számra azt kapjuk, hogy
∑

λℓ
i < 0.)

(b) Mivel λ1 ≥ · · · ≥ λn, a feltétel csak akkor állhat fenn ha λ1 ≥ 0 ≥ λn. Megint

legyen x = (x1, . . . , xn) egység hosszú sajátvektor ami λn-hez tartozik, és legyen y =

(|x1|, . . . , |xn|). Ekkor

λ1 = |λn| = |xTAx| =
∣∣∣∑ aijxixj

∣∣∣ ≤∑ aij|xi||xj| = yTAy ≤ max
||z||=1

zTAz = λ1.

Egyenlőségnek kell állnia mindenhol. Speciálisan y pozit́ıv sajátvektor ami λ1-hez tar-

tozik, és minden aijxixj ugyanolyan előjele van ami csak negat́ıv lehet, mert λn ≤ 0.

Tehát minden élnek a V − = {i | xi < 0} és V + = {i | xi > 0} halmazok között kell

mennie. Tehát G páros gráf.

(c) Először is ha G páros gráf A és B sźınosztályokkal akkor a következő egy lineáris

bijekció a λ és a −λ-hoz tartozó sajátalterek között: ha Ax = λx akkor legyen y az
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a vektor ami megegyezik x-szel A-n és −x-szel B-n. Könnyű ellenőrizni, hogy ez egy

−λ-hoz tartozó sajátvektor.

Most tegyük fel, hogy a spektrum szimmetrikus a 0-ra. A csúcsok számára való in-

dukcióval bizonýıtjuk, hogy G páros gráf. Mivel G sajátértékeinek halmaza az összefüggő

komponenseinek sajátértékeinek halmaza, ezért létezik egy H összefüggő komponens,

melyre λmin(H) = λmin(G). Vegyük észre, hogy λ1(G) = |λmin(G)| = |λmin(H)| ≤
λ1(H) ≤ λ1(G) következik, hogy λ1(H) = −λmin(H). Mivel H összefüggő ezért H páros

gráf és ı́gy a spektruma szimmetrikus a 0-ra. Ekkor a G \H spektruma szimmetrikus a

0-ra. Indukció szerint G \H páros gráf. Ekkor G páros gráf.

1.1.8 Álĺıtás. Legyen ∆ a legnagyobb fok, és legyen d az átlag fokszám. Ekkor

max(
√
∆, d) ≤ λ1 ≤ ∆.

Bizonýıtás. Legyen v = (1, 1, . . . , 1). Ekkor

λ1 ≥
vTAv

||v||2
=

2e(G)

n
= d.

Mivel ∆a legnagyobb fok G tartalmaz egy K1,∆ részgráfként. Tehát

λ1(G) ≥ λ1(K1,∆) =
√
∆.

Végül legyen x egy λ1-hez tartozó sajátvektor. Legyen xi a legnagyobb abszolút értékű

eleme a vektornak. Ekkor

|λ1||xi| = |
∑
j

aijxj| ≤
∑
j

aij|xj| ≤
∑
j

aij|xi| ≤ ∆|xi|.

Tehát λ1 ≤ ∆.

1.1.9 Álĺıtás. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor λ1 = d és a multiplicitása megegyezik

az összefüggő komponensek számával. Továbbá minden d-hez tartozó sajátvektor konstans

az összefüggő komponenseken.

Bizonýıtás. Az első álĺıtás azonnal következik az előző álĺıtásból, de a másodikból is

ı́gy bizonýıtsuk ezt. Legyen x egy d-hez tartozó sajátvektor. Megmutatjuk, hogy ez

összefüggő komponensen konstans. Legyen H egy összefüggő komponens, és legyen c =

maxi∈V (H) xi, legyen továbbá Vc = {i ∈ V (H) | xi = c} és V (H) \ Vc = {i ∈ V (H) | xi <

c}. Ha V (H) \ Vc nem üres lenne akkor létezne egy (i, j) ∈ E(H) él, melyre i ∈ Vc,

j ∈ V (H) \ Vc. Ekkor

dc = dxi =
∑

k∈N(i)

xk ≤ xj +
∑

k∈N(i),k ̸=j

xk < c+ (d− 1)c = dc,

ellentmondás. Tehát x konstans az egyes komponenseken.
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1.2 Expanderek és pseudorandom gráfok

Ebben a részben G mindig d–reguláris gráf lesz. Ennek a részben azt tanulmányozzuk,

hogy λ2 és λn hogyan méri a gráf véletlenségét.

Legyen S, T ⊆ V (G). Legyen

e(S, T ) = |{(u, v) ∈ E(G) | u ∈ S, v ∈ T}|.

A fenti defińıcióban S és T nem feltételül diszjunkt. Például ha S = T akkor e(S, S)

az S által fesźıtett élek számának kétszerese. Ha G egy véletlen gráf lenne akkor arra

számı́tanánk, hogy e(S, T ) ≈ d |S||T |
n

.

1.2.1 Tétel. Legyen G egy d–reguláris gráf n csúcson d = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn

sajátértékekkel. Legyen S, T ⊆ V (G) olyan, hogy S ∪ T = V (G) és S ∩ T = ∅. Ekkor

(d− λ2)
|S||T |
n

≤ e(S, T ) ≤ (d− λn)
|S||T |
n

.

Mielőtt bebizonýıtjuk ezt a tételt szükségünk lesz egy lemmára.

1.2.2 Lemma. Legyen A egy valós szimmetrikus mátrix λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn sajátértékekkel

és hozzájuk tartozó u1, . . . , un ortonormált sajátvektorokkal. Ekkor

(a)

min
x ̸=0

xTAx

||x||2
= λn.

(b)

max
x⊥u1

xTAx

||x||2
= λ2.

Bizonýıtás. (a) Legyen x = α1u1 + · · ·+ αnun. Ekkor

xTAx =
n∑

i=1

λiα
2
i ≥ λn

n∑
i=1

α2
i = λn||x||2.

Másrészt, uT
nAun = λn||un||2. Ezzel bebizonýıtottuk az (a) részt.

(b) Megint legyen x = α1u1+ · · ·+αnun. Mivel x ⊥ u1 azt kapjuk, hogy α1 = (x, u1) = 0.

Ekkor

xTAx =
n∑

i=1

λiα
2
i =

n∑
i=2

λiα
2
i ≤ λ2

n∑
i=1

α2
i = λ2||x||2.

Másrészt uT
2Au2 = λ2||u2||2. Ezzel bebizonýıtottuk az (b) részt.

Bizonýıtás. [Tétel bizonýıtása.] Legyen |S| = s és |T | = t. Tekintsük azt az x vektort

mely az S elemein t értéket vesz fel, mı́g a T elemein −s értéket. Ekkor x merőleges az
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1 vektorra, valóban |S|t− |T |s = 0. Vegyük észre, hogy u1 =
1√
n
1 ı́gy x merőleges az u1

vektorra. Tekintsük a következő összeget:∑
(i,j)∈E(G)

(xi − xj)
2 = d

n∑
i=1

x2
i − 2

∑
(i,j)∈E(G)

xixj = d||x||2 − xTAx.

A lemma szerint

(d− λ2)||x||2 ≤ d||x||2 − xTAx ≤ (d− λn)||x||2.

Másrészt ∑
(i,j)∈E(G)

(xi − xj)
2 = e(S, T )(t− (−s))2 = e(S, T )(s+ t)2 = e(S, T )n2.

Vegyük észre, hogy

||x||2 = ts2 + st2 = st(s+ t) = stn.

Tehát

(d− λ2)nst ≤ e(S, T )n2 ≤ (d− λn)nst.

Más szavakkal

(d− λ2)
st

n
≤ e(S, T ) ≤ (d− λn)

st

n
.

1.2.3 Defińıció. Legyen S ⊆ V (G). Az S szomszédjainak halmaza

N(S) = {u ∈ V (G) \ S | ∃v ∈ S : (u, v) ∈ E(G)}.

1.2.4 Defińıció. Egy G gráfot (n, d, c)-expandernek nevezünk ha |V (G)| = n, d–reguláris

és

|N(S)| ≥ c|S|

minden olyan S halmazra amire |S| ≤ n/2.

Intuit́ıvan, minél nagyobb a c, annál jobb a hálozatod (a G gráfod): ha van egy

pletykád annál gyorsabban terjed minél jobb expander a gráf.

1.2.5 Tétel. Egy d–reguláris G gráf n csúcson (n, d, c)–expander a következő c értékkel:

c = d−λ2

2d
.

Bizonýıtás. Legyen S ⊆ V (G) ahol |S| ≤ n/2. Legyen T = V (G) \S, vegyük észre, hogy

|T | ≥ n/2. Ekkor

e(S, T ) = e(S,N(S)) ≤ d|N(S)|.

A 1.2.1 tétel szerint

e(S, T ) ≥ (d− λ2)
|S||T |
n

≥ (d− λ2)|S|
1

2
.
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Tehát

d|N(S)| ≥ d− λ2

2
|S|.

Vagyis

|N(S)| ≥ d− λ2

2d
|S| = c|S|.

A d− λ2 mennyiséget spektrális hézagnak h́ıvjuk.

Nézzünk meg egy másik következményét a 1.2.1 tételnek. Először kezdjük egy defińıcióval.

1.2.6 Defińıció. Egy S ⊆ V (G) halmazt független halmaznak h́ıvunk ha egy üres

részgráfot fesźıt. (Vagyis e(S, S) = 0.) A legnagyobb független halmaz méretét jelölje

α(G).

1.2.7 Tétel. (Hoffman-Delsarte becslés) Legyen G egy d–reguláris gráf n csúcson d =

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn sajátértékekkel. Ekkor

α(G) ≤ −λnn

d− λn

.

Bizonýıtás. Legyen S egy legnagyobb független halmaz, és T = V (G) \ S. Ekkor |S| =
α(G), és e(S, T ) = d|S| = dα(G). A 1.2.1 tétel szerint

e(S, T ) ≤ (d− λn)
|S||T |
n

.

Tehát

dα(G) ≤ (d− λn)
α(G)(n− α(G))

n
.

Osszunk α(G)-vel és szorozzunk n/(d− λn)-vel, ekkor azt kapjuk, hogy

nd

d− λn

≤ n− α(G).

Tehát

α(G) ≤ −λnn

d− λn

.

A Hoffman-Delsarte becslés meglepően pontos egy halom esetben. Nézzünk egy picit

furcsa alkalmazását. Egy F = {A1, A2, . . . , Am} családot metszőnek h́ıvunk ha Ai∩Aj ̸=
∅. Tegyük fel, hogy Ai ⊆ {1, 2, . . . , n}, és |Ai| = k minden i esetén. A kérdés a következő:

legfeljebb mekkora lehet az {1, 2, . . . , n} egy k-elemű halmazaiból álló család? Ha k > n/2

akkor bármely két k-elemű halmaz metszi egymást, ı́gy a kérdés triviális. Tegyük fel,

hogy k ≤ n/2. Ekkor egy jó jelölt az az F1 család, amely azon halmazokból áll, amelzek

az 1-et tartalmazzák vagy bármely fix elemet. Ekkor |F1| =
(
n−1
k−1

)
. Erdős, Ko and

Rado bebizonýıtották, hogy tényleg ez a legnagyobb metsző halmaz k-elemű halmazokból.
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Valójában ők azt is belátták, hogy ha n > 2k akkor egy
(
n−1
k−1

)
méretű metsző család

tartalmaz egy rögźıtett elemet. Ha n = 2k akkor ez nem igaz: bármely olyan család

ami nem tartalmaz egy halmazt és komplementerét egy idejűleg meg fog felelni. Most

mi azt a gyengébb álĺıtást bizonýıtjuk, hogy
(
n−1
k−1

)
valóban egy felső becslés (és valójában

csalunk, mert egy nagyon nem triviális álĺıtást csak hivatkozni fogunk).

Definiáljuk a következőG gráfot: csúcsai legyenek az {1, 2, . . . , n} k-elemű részhalmazai

és két csúcsot kössük össze ha a megfelelő halmazok diszjunktak. Ezt a gráfot Kneser(n, k)

gráfnak h́ıvják. Egy független halmaz ebben a gráfban megfelel egy metsző halmazrend-

szernek. A következő tétel ezen gráf spektrumáról nagyon nem triviális, de megtalálható

az alábbi könyvben: C. Godsil and G. Royle: Algebraic graph theory, 200. oldal.

1.2.8 Tétel. A Kneser(n, k) gráf sajátértékei

(−1)i
(
n− k − i

k − i

)
,

ahol i = 0, . . . , k. Az
(
n−k
k

)
multiplicitása 1, a (−1)i

(
n−k−i
k−i

)
sajátérték multiplicitása(

n
i

)
−
(

n
i−1

)
ha i ≥ 1.

Vegyük észre, hogy a Kneser-gráf
(
n−k
k

)
–reguláris, és az előző tétel szerint a legkisebb

sajátértéke −
(
n−k−1
k−1

)
. Ekkor a Hoffman-Delsarte becslés szerint

α(Kneser(n, k)) ≤
(
n−k−1
k−1

)(
n
k

)(
n−k
k

)
+
(
n−k−1
k−1

) .
Vegyük észre (

n− k

k

)
=

n− k

k

(
n− k − 1

k − 1

)
,

itt a nevező (
n− k

k
+ 1

)(
n− k − 1

k − 1

)
=

n

k

(
n− k − 1

k − 1

)
.

Tehát (
n−k−1
k−1

)(
n
k

)(
n−k
k

)
+
(
n−k−1
k−1

) =
k

n

(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
.

Voilá! Valósźınűleg ez a legbonyolultabb bizonýıtása az Erdős-Ko-Rado tételnek, de van

néhány hasonló tétel amelynek csak olyan bizonýıtása ismert amely keresztül megy egy

hasonlóan definiált gráf sajátértékein.

Térjünk vissza az e(S, T ) becsléséhez d–reguláris gráfokban. A következő tételt ex-

pander mixing lemmának h́ıvják.

1.2.9 Tétel (Expander mixing lemma). Legyen G egy d–reguláris gráf n csúcson d =

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn sajátértékekkel. Legyen λ = max(|λ2|, . . . , |λn|) = max(|λ2|, |λn|).
Legyen S, T ⊆ V (G), ekkor ∣∣∣∣e(S, T )− d

|S||T |
n

∣∣∣∣ ≤ λ
√
|S||T |.
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Bizonýıtás. Legyen χS és χT az S and T halmazok karakterisztikus vektora: vagyis

χS(u) = 1 ha u ∈ S és 0 egyébként. vegyük észre, hogy

e(S, T ) = χT
SAχT .

ı́rjuk fel az χS és χT vektorokat az u1, . . . , un ortonormált sajátbázisban. Válasszuk u1-et
1√
n
1 vektornak. Legyen χS =

∑n
i=1 αiui és χT =

∑n
i=1 βiui. Ekkor

χT
SAχT =

n∑
i=1

λiαiβi.

Itt α1 = (χS, u1) =
|S|√
n
, és hasonlóan β1 = (χT , u1) =

|T |√
n
. Tehát

λ1α1β1 = d
|S|√
n

|T |√
n
= d

|S||T |
n

.

Tehát

e(S, T )− d
|S||T |
n

=
n∑

i=2

λiαiβi.

Ekkor ∣∣∣∣e(S, T )− d
|S||T |
n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i=2

λiαiβi

∣∣∣∣∣ ≤ λ

n∑
i=2

|αi||βi|.

használjuk a Cauchy-Schwartz egyenlőtlenséget:

n∑
i=2

|αi||βi| ≤

(
n∑

i=2

|αi|2
)1/2( n∑

i=2

|βi|2
)1/2

.

Most egy kicsit nagyvonalúak leszünk:(
n∑

i=2

|αi|2
)1/2( n∑

i=2

|βi|2
)1/2

≤

(
n∑

i=1

|αi|2
)1/2( n∑

i=1

|βi|2
)1/2

=

= ||χS|| · ||χT || = |S|1/2|T |1/2.

Tehát ∣∣∣∣e(S, T )− d
|S||T |
n

∣∣∣∣ ≤ λ
√
|S||T |.

Ha nem lettünk volna nagyvonalúak a végén kicsit erősebb álĺıtást is bizonýıthattunk

volna: ∣∣∣∣e(S, T )− d
|S||T |
n

∣∣∣∣ ≤ λ

(
|S| − |S|2

n

)1/2(
|T | − |T |2

n

)1/2

.

felhasználva, hogy α1 =
|S|√
n
és β1 =

|T |√
n
.

13



1.2.10 Megjegyzés. Egy gráfot (n, d, λ)-pseudorandomnak nevezünk ha d–regular gráf n

csúcson és max(|λ2|, |λn|) ≤ λ. (Páros gráfok eseteén érdemes a defińıciót úgy módośıtani,

hogy λ2 ≤ λ mivel a spektrum szimmetrikus a 0-ra, ı́gy a −d mindenképpen sajátérték

ekkor, mi azonban ezt nem fogjuk megtenni.). Rengeteg olyan tételnek amely úgy

hangzik, hogy egy random d–reguláris gráfnak megvan a P tulajdonsága nagy valósźınűséggel

létezik egy analógja mely szerint egy (n, d, λ)-pseudorandom gráf kis λ esetén P tulaj-

donságú. Ilyen a következő F. Chung tétele is.

1.2.11 Tétel. Legyen G egy (n, d, λ)–pseudorandom gráf. Ekkor G átmérője legfeljebb⌈
log(n− 1)

log
(
d
λ

) ⌉
+ 1.

Bizonýıtás. Azt kell bizonýıtanunk, hogy létezik egy r ≤ ⌈ log(n−1)

log( d
λ)

⌉ + 1, hogy tetszőleges

i és j csúcsok távolsága legfeljebb r. Más szavakkal, létezik egy legfeljebb r hosszú séta

i és j végpontokkal. Tehát elegendő azt bizonýıtani, hogy (Ar)ij > 0. Másrészt tudjuk,

hogy

(Ar)ij =
n∑

k=1

uikujkλ
r
k,

ahol uk = (u1k, . . . , unk). Szokás szerint u1, . . . , un sajátvektorokból álló ortonormális

bázis: Aui = λiui, and u1 =
1√
n
1. Ekkor

ui1uj1λ
r
1 =

dr

n
.

Tehát elegendő azt bizonýıtani ∣∣∣∣∣
n∑

k=2

uikujkλ
r
k

∣∣∣∣∣ < dr

n

for some r ≤ ⌈ log(n−1)

log( d
λ)

⌉+ 1.

∣∣∣∣∣
n∑

k=2

uikujkλ
r
k

∣∣∣∣∣ ≤ λr

n∑
k=2

|uik||ujk| ≤ λr

(
n∑

k=2

|uik|2
)1/2( n∑

k=2

|ujk|2
)1/2

=

= λr

(
n∑

k=1

|uik|2 − u2
i1

)1/2( n∑
k=2

|ujk|2 − u2
i1

)1/2

=

= λr

(
1− 1

n

)1/2(
1− 1

n

)1/2

= λr

(
1− 1

n

)
.

A második egyenlőtlenség az egy Cauchy-Schwartz egyenlőtlenség. Utána pedig fel-

használtuk, hogy U = (u1, . . . un) mátrix sorvektorainak hossza 1. Ez azért igaz, mert
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az osylopvektorok ortonoramlitásából következik a sorok ortonormalitása. (Valóban,

U · UT = I-ből következik UT · U = I.) Ekkor

λr

(
1− 1

n

)
<

dr

n

valóban teljesül r = ⌈ log(n−1)

log( d
λ)

⌉+ 1 esetén.

Az előző tételekből világos, hogy minél kisebb a λ annál jobb pseudorandom tulaj-

donsága van G-nek. ı́gy természetesen adódik a kérdés, hogy mi a legjobb amit el tudunk

érni. A Kd+1 sajátértékei d, (−1)(d), de a probléma ezzel az, hogy ez csak egy gráf. Mi

történik, hogy ha azt követeljük, hogy a gráf nagy legyen. Az alábbi Alon-Boppana tétel

szerint 2
√
d− 1 egy természetes határ.

1.2.12 Tétel (Alon-Boppana). Legyen (Gn) d-reguláris gráfoknak egy sorozata, melyre

|V (Gn)| → ∞. Ekkor

lim inf
n→∞

λ2(Gn) ≥ 2
√
d− 1.

Más szavakkal ha s < 2
√
d− 1 akkor csak véges sok olyan d–reguláris gráf van, melyre

λ2 ≤ s.

Mi egy kicsit erősebb álĺıtást fogunk bizonýıtani, ami Serretől származik.

1.2.13 Tétel (Serre). Minden ε > 0 és d pozit́ıv egészre létezik egy c = c(ε, d) > 0 úgy,

hogy minden d–reguláris G gráfra, azon λ sajátértékek száma, melyre λ ≥ (2− ε)
√
d− 1

legalább c|V (G)|.

Serre tételéből valóban következik az Alon-Boppana tétel mivel minden s < 2
√
d− 1

esetén választhatunk egy ε számot, melyre s < (2−ε)
√
d− 1, ekkor ha |V (G)| > 2/c(ε, d),

van legalább két sajátértékünk ami s-nél nagyobb (az egyikük d), ı́gy λ2(G) > s. Serre

tételének következő bizonýıtása S. Cioaba-tól származik.

Bizonýıtás. A bizonýıtás alapötlete, hogy p2k =
∑n

i=1 λ
2k
i nem lehet túl pici. Emlékeztető:

p2k a 2k hosszú zárt sétákat számolja meg. Megmutatjuk, hogy tetszőleges v csúcsra a

v-ből induló 2k hosszú zárt séták száma, W2k(v), legalább akkora, mint a végtelen d–

reguláris Td fában egy fix gyökér csúcsból induló 2k hosszú zárt séták száma.

Tekintsük a következő végtelen d-reguláris fát: legyenek a csúcsai olyan v-ből induló

sétákkal ćımkézve melyek sosem lépnek azonnal vissza abba a csúcsba ahonnan jöttek.

Az ilyen sétákat non-backtracking sétáknak h́ıvják. Például 149831 egy ilyen séta, de

például 1494 nem, mert a 9 után egyből visszalépünk 4-be. Két non-backtracking sétát

összekötünk egy éllel ha az egyik egy lépéses kiterjesztése a másiknak.

Vegyük észre, hogy minden fabeli zárt séta megfelel egy zárt sétának az eredeti grában.

Példáaul 1, 14, 149, 14, 1 megfelel 1, 4, 9, 4, 1-nek. (Bizonyos értelemben ezek a magától
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érthetödő zárt séták.) Másrészt vannak G-beli zárt séták, amelyek nem zárt séták a

fában, ilyen példáaul az 149831. Jelölje r2k a végtelen d–reguláris fában a gyökér csúcsból

a zárt séták számát. Eddig azt láttuk, hogy

p2k =
∑

v∈V (G)

W2k(v) ≥ nr2k.

Könnyen lehet pontos képletet adni r2k-ra, de nekünk elég lesz egy egyszerű alsó becslés

amivel könnyen tudunk számolni. Ilyen alsó becslés a következő:

r2k ≥
(
2k
k

)
k + 1

d(d− 1)k−1 >
1

(k + 1)2
(2
√
d− 1)2k.

A második egyenlőtlenség következik a Stirling formulából ı́gy elegendő megérteni az első

egyenlőtlenséget. Egy zárt sétát a fában elkódolhatunk a következőképpen: léırunk egy

1-et ha lefelé lépünk (vagyis a gyökértől távolodunk) és −1-et ha felfelé lépünk (vagyis

a gyökér felé), továbbá d− 1 vagy d irányba mehetünk ha lefelé lépünk. Pontosabban d

irányba léphetünk ha a gyökérbe vagyunk és d− 1 irányba egyébként. (Nekünk a d− 1

alsó becslés elegendő lesz.) Vegyük észre, hogy pontosan k-szor lépünk lefelé és k-szor

felfelé. ı́gy az irányok sorozatát legalább d(d − 1)k−1 féleképpen választhatjuk meg. A

±1 sorozatra két feltétel van: (i) pontosan k darab 1 és k darab −1 van közöttük, (ii)

az első néhány elem összege nem lehet negat́ıv (nem mehetünk feljebb, mint a gyökér):

s1 + s2 + · · · + si ≥ 0 minden 1 ≤ i ≤ 2k esetén, ahol si = ±1 asyerint, hogy az i. lépés

felfelé vagy lefelé történik. Az ilyen sorozatok száma a Catalan-számok:
(2kk )
k+1

. Ezt első

éves véges matematika tárgy keretében láttuk.

Most már készen állunk, hogy befejezzük a bizonýıtást felhasználva, hogy

p2k ≥
n

(k + 1)2
(2
√
d− 1)2k

minden k esetén. Legyenm az olyan sajátértékek száma, melyre (2−ε)
√
d− 1. Tekintsük

a következő összeget:
n∑

i=1

(d+ λi)
2t,
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ahol t egy később megválasztandó pozit́ıv egész szám. Vegyük észre, hogy 0 ≤ d+λi ≤ 2d,

tehát
n∑

i=1

(d+ λi)
2t ≤ m(2d)2t + (n−m)(d+ (2− ε)

√
d− 1)2t.

Másrészt a binomiális tételből kapjuk, hogy

n∑
i=1

(d+ λi)
2t =

n∑
i=1

2t∑
j=0

(
2t

j

)
djλ2t−j

i =
2t∑
j=0

(
2t

j

)
dj

(
n∑

i=1

λ2t−j
i

)
.

Használjuk, fel, hogy pk =
∑n

i=1 λ
k
i ≥ 0 ha k páratlan és p2k ≥ n

(k+1)2
(2
√
d− 1)2k. Tehát

2t∑
j=0

(
2t

j

)
dj

(
n∑

i=1

λ2t−j
i

)
≥

t∑
j=0

(
2t

2j

)
dj

(
n∑

i=1

λ2t−2j
i

)
≥

≥
t∑

j=0

(
2t

2j

)
dj

n

(t− j + 1)2
(2
√
d− 1)2t−2j ≥ n

(t+ 1)2

t∑
j=0

(
2t

2j

)
dj(2

√
d− 1)2t−2j =

=
n

2(t+ 1)2

(
(d+ 2

√
d− 1)2t + (d− 2

√
d− 1)2t

)
≥ n

2(t+ 1)2
(d+ 2

√
d− 1)2t.

Tehát azt kapjuk, hogy

m(2d)2t + (n−m)(d+ (2− ε)
√
d− 1)2t ≥ n

2(t+ 1)2
(d+ 2

√
d− 1)2t.

Eszerint
m

n
≥

1
2(t+1)2

(d+ 2
√
d− 1)2t − (d+ (2− ε)

√
d− 1)2t

(2d)2t − (d+ (2− ε)
√
d− 1)2t

.

Vegyük észre, hogy (
d+ 2

√
d− 1

d+ (2− ε)
√
d− 1

)2t

sokkal gyorsabban nő, mint 2(t+ 1)2, ı́gy választhatunk egy t0 számot, melyre

1

2(t0 + 1)2
(d+ 2

√
d− 1)2t0 − (d+ (2− ε)

√
d− 1)2t0 > 0.

Ekkor

c(ε, d) =

1
2(t0+1)2

(d+ 2
√
d− 1)2t0 − (d+ (2− ε)

√
d− 1)2t0

(2d)2t0 − (d+ (2− ε)
√
d− 1)2t0

teljeśıti a tétel feltételeit.

1.2.14 Megjegyzés. Egy d–reguláris G nem páros gráfot Ramanujan–gráfnak h́ıvjuk

ha λ2, |λn| ≤ 2
√
d− 1. Ha G páros gráf esetén akkor h́ıvjuk Ramanujan–gráfnak ha

λ2 ≤ 2
√
d− 1. Ismert, hogy minden pozit́ıv egész d-re létezik végtelen sok d–reguláris

páros Ramanujan–gráf, ez A. Marcus, D. Spielman és N. Srivastava tétele. Másrészt ha

G nem páros gráf akkor a tudásunk némileg limitált: ha d = pα + 1, ahol p pŕım akkor

létezik d–reguláris Ramanujan–gráfoknak egy végtelen családja. Az a sejtés, hogy egy

random d–reguláris gráf csúcsszámtól független pozit́ıv valósźınűséggel Ramanujan.
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1.3 Erősen reguláris gráfok

Ebben a részben erősen reguláris gráfokat fogjuk vizsgáli. Ez egy nagyon speciális

gráfosztály. Erősen reguláris gráfok gyakran nagyon szimmetrikusak és lineáris algebrai

eszközökkel különösen jól lehet vizsgálni őket.

1.3.1 Defińıció. Egy G gráf erősen reguláris (n, d, a, b) paraméterekkel ha n csúcsa

van, d–reguláris, két összekötött csúcsnak pontosan a közös szomszédja van, mı́g két

összekötetlen csúcsnak pontosan b közös szomszédja van.

Például a 4 hosszú kör erősen reguláris gráf (4, 2, 0, 2) pareméterekkel, mı́g az 5

hosszú kör erősen reguláris gráf (5, 2, 0, 1) pareméterekkel. Ha k ≥ 6 akkor egy k

hosszú kör sosem erősen reguláris gráf. A Petersen-gráf erősen reguláris gráf (10, 3, 0, 1)

pareméterekkel.

A következő célunk, hogy találjunk feltételeket az (n, d, a, b) paraméterekre, amelyek

mellett létezhet erősen reguláris gráf. Az első nagyon egyszerű.

1.3.2 Álĺıtás. Legyen G erősen reguláris gráf (n, d, a, b) paraméterekkel. Ekkor

d(d− 1− a) = (n− d− 1)b.

Bizonýıtás. Legyen u egy rögźıtett csúcs. Számoljuk meg azon (v1, v2) csúcspárok számát,

amelyekre a következő feltételek teljesülnek: (u, v1) ∈ E(G), (v1, v2) ∈ E(G) és (u, v2) /∈
E(G), és v1, v2 ̸= u.

A v1 csúcsot d féleképpen választhatjuk. Ezután a v2 csúcs nem lehet u és a v1 olyan

szomszédja ami nincs u-val összekötve, erre van d − 1 − a lehetőségünk. Tehát összesen

d(d− 1− a) ilyen csúcspárunk van.

Másrészt úgy is számolhatunk, hogy v2 csúcsot n − d − 1 féleképpen választhatjuk

mivel nem választhatjuk az u csúcsot valamint a szomszédjait. Miután megválasztottuk

v2 csúcsot a v1 csúcs megválasztására b lehetőségünk van, mert v1 az u és a v2 közös

szomszédja.

Tehát d(d− 1− a) = (n− d− 1)b.

Következő lépésként számoljuk ki egy erősen reguláris gráf sajátértékeit és multi-

plicitásait. Az fog kiderülni, hogy egy erősen reguláris gráfnak csak 3 különböző sajátértéke

van és az az egyszerű tény, hogy a multiplicitásoknak egésznek kell lennie nagyon erős

feltételt szab az (n, d, a, b) paraméterekre.

Egy egyszerű G gráfra az A2 elemeinek nagyon egyszerű jelentése van. A diagonális

elemek a fokszámok, esetünkben ez d mindenhol. Másrészt i ̸= j esetén (A2)ij az i és j

csúcsok közös szomszédainak száma, ami a vagy b aszerint, hogy az i és j csúcsok össze
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vannak kötve vagy sem. Tehát az A2+(b−a)Amátrixban d van az átlóban és bmindenhol

máshol. Tehát

A2 + (b− a)A− (d− b)I = bJ,

ahol J a csupa 1-ből álló mátrix.

Tegyük fel, hogy Ax = λx, ahol x = (x1, . . . , xn). Ekkor

(A2 + (b− a)A− (d− b)I)x = (λ2 + (b− a)λ− (d− b))x,

mı́g

bJx = b(
n∑

i=1

xi)1.

összehasonĺıtva az i-edik koordinátákat azt kapjuk, hogy

(λ2 + (b− a)λ− (d− b))xi = b(
n∑

i=1

xi).

Ha λ2 + (b − a)λ − (d − b) ̸= 0, akkor minden xi megegyezik, és szimplán megkapjuk a

szokásos d-hez tartozó sajátvektort. Minden más esetben λ2 + (b − a)λ − (d − b) 0-val

egyenlőnek kell lennie, tehát

λ = λ± =
a− b±

√
(a− b)2 + 4(d− b)

2
.

Azt könnyű látni, hogy ha G nem összefüggő akkor egyszerűen néhányKd+1 uniója. Mivel

ez nem túl izgalmas, ı́gy feltehető, hogy G összefüggő. Ebben az esetben tudjuk, hogy

d multiplicitása 1. Legyen m+ és m− a másik két sajátérték multiplicitása. Mivel a

sajátértékek száma n, ezért

1 +m+ +m− = n.

azt is tudjuk, hogy TrA = 0, ı́gy

0 = TrA = 1 · d+m+λ+ +m−λ−.

Ebből azt kapjuk, hogy

m± =
1

2

(
n− 1∓ 2d+ (n− 1)(a− b)√

(a− b)2 + 4(d− b)

)
.

Foglaljuk össze eredményeinket egy tételbe.

1.3.3 Tétel. Legyen G összefüggő erősen reguláris gráf (n, d, a, b) paraméterekkel. Ekkor

a sajátértékei d 1 multiplicitással, és

λ± =
a− b±

√
(a− b)2 + 4(d− b)

2
,

multiplicitásuk pedig

m± =
1

2

(
n− 1∓ 2d+ (n− 1)(a− b)√

(a− b)2 + 4(d− b)

)
.
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Példaként kiszámolhatjuk a Petersen-gráf sajátértékeit. Mivel ez erősen reguláris gráf

(10, 3, 0, 1) paraméterekkel azonnal kapjuk, hogy sajátértékei 3, 1 és −2, ahol a multi-

plicitások m1 = 5, m−2 = 4.

Az a feltétel, hogy m± nemnegat́ıv egészek meglehetősen erős feltétel, ezt h́ıvják

integralitási feltételnek. Alkalmazásként lássuk mely erősen reguláris gráf paraméterei

(n, d, 0, 1). Már láttuk, hogy az 5 hosszú kör és a Petersen-gráf ilyen gráfok d = 2 és

d = 3-mal. Igazából a K2 is ilyen gráf d = 1-gyel, de ez egy kicsit csalás, mert a negyedik

paraméternek nincs semmi értelme. A K1-ről már nem is beszélve... Előszös is vegyük

észre, hogy n = d2+1. Valóban, d(d−1−a) = (n−d−1)b és a = 0, b = 1, ebből azonnal

következik, hogy n = d2 + 1.

1.3.4 Tétel (Hoffman–Singleton). Legyen G erősen reguláris gráf (d2+1, d, 0, 1) paraméterekkel,

ahol d ≥ 2. Ekkor d ∈ {2, 3, 7, 57}.

Bizonýıtás. A G gráf sajátértékei d és

λ± =
−1±

√
4d− 3

2
,

a multiplicitások pedig

m± =
1

2

(
d2 ∓ 2d− d2√

4d− 3

)
.

Ha 2d − d2 = 0, akkor d = 0 vagy 2. (Ha d = 0 a defińıció működik, de nem tekintjük

erősen reguláris graáfnak. Egyszerűen kizártuk a d ≥ 2 feltétellel.) Ha 2d − d2 ̸= 0,

akkor
√
4d− 3 racionális szám. Ez csak úgy lehet ha 4d − 3 egy négyzetszám. Tehát

4d− 3 = s2. Ekkor

m± =
1

2

(s2 + 3

4

)2

∓
2
(

s2+3
4

)
−
(

s2+3
4

)2
s

 .

Tehát

m+ =
s5 + s4 + 6s3 − 2s2 + 9s− 15

32s
.

Mivel 32m+ is egy egész szám, ezért azt kapjuk, hogy s | 15. Tehát s ∈ {1, 3, 5, 15}. Ha
s = 1 akkor d = 1 amit kizártunk. Tehát s ∈ {3, 5, 15} ahonnan d ∈ {3, 7, 57}. A d = 2

esettel együtt azt kapjuk, hogy d ∈ {2, 3, 7, 57}.

1.3.5 Megjegyzés. A d = 7 és d = 57 esetekről a következőt lehet tudni. A d = 7 esetben

van ilyen gráf: ez a Hoffman-Singleton gráf és az (50, 7, 0, 1) paraméterek egyértelműen

meghatározzák, csak úgy mint a Petersen-gráfot és az 5 hosszú kört meghatározzák a

paramétereik. Nem ismert azonban, hogy létezik erősen reguláris gráf (3250, 57, 0, 1)

paraméterekkel.
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1.3.6 Megjegyzés. általában is igaz a következő: egy erősen reguláris gráf sajátértékei

egészek vagy a gráfnak a paramétereire fennáll, hogy (n, d, a, b) = (4k + 1, 2k, k − 1, k)

valamilyen k-ra. Az ilyen gráfokat konferencia gráfoknak h́ıvják, az 5 hosszú kör is

konferencia gráf. Ezt az álĺıtást a 2d+(n− 1)(a− b) kifejezés vizsgálatával lehet belátni,

aszerint, hogy ez 0 vagy sem.

1.3.7 Tétel (Lossers-Schwenk). A K10 teljes gráf nem bontható fel három éldiszjunkt

Petersen-gráf uniójára.

Bizonýıtás. Indirekt, tegyük fel, hogyK10 teljes gráf felbontható három éldiszjunkt Petersen-

gráf uniójára. Legyen A1, A2 és A3 a három Petersen-gráf adjacencia mátrixa. Ekkor

J − I = A1 + A2 + A3.

Vegyük észre, hogy A1, A2 és A3 mátrixoknak van egy közös sajátvektora, nevezetesen

1. minden más sajátvektor merőleges erre a vektorra. Speciálisan tekintsük az A1 és A2

mátrixok 1 sajátértékéhez tartozó sajátaltereket. Legyenek ezek V1 és V2. Ekkor dimV1 =

dimV2 = 5 mivel az 1 sajátérték multiplitcása 5. Azt is tudjuk, hogy V1, V2 ⊆ 1⊥. Az 1⊥

egy 9 dimenziós vektortér, ı́gy V1 és V2 vektortereknek van nemtriviális metszets: legyen

x ∈ V1 ∩ V2. Ekkor

A3x = (J − I)x− A1x− A2x = 0− x− x− x = −3x.

Ez azonban nem lehet, mert −3 nem sajátértéke a Petersen-gráfnak, ellentmondás.

1.3.8 Megjegyzés. Bele lehet pakolni két Petersen-gráfot K10-ot. A fenti bizonýıtás

mutatja, hogy a kimaradó élek által fesźıtett H gráf 3–reguláris és sajátértéke neki a −3.

Ez arra utal, hogy H páros gráf. Ez valóban ı́gy van, de ehhez előbb be kell látni, hogy

H összefüggő. Azt könnyű látni, hogy az egyetlen nem összefüggő 3-reguláris gráf 10

melynek valamely komponense páros gráf az a K4 ∪K3,3 (miért?). Azonban azt könnyű

megmutatni, hogy H nem lehet K4 ∪K3,3.

Bizonýıtás. [Második bizonýıtás.] Indirekt, tegyük fel, hogy K10 teljes gráf felbontható

három éldiszjunkt Petersen-gráf uniójára. Sźınezzük ezen Petersen-gráfok éleit kékkel,

pirossal és zölddel. Legyen v egy csúcsa K10 és legyenek b1, b2, b3 a v szomszédjai a kék

Petersen-gráfban. Haasonlóan legyenek r1, r2, r3 és g1, g2, g3 a v szomszédai a piros és

zöld Petersen-gráfban.

Egy pillanatra tegyák félre a zöld Petersen-gráfot és koncentráljunk arra a páros gráfra,

melynek két csúcsosztálya b1, b2, b3 és r1, r2, r3. Vegyük észre, hogy a (v, r1) él piros, tehát

nem kék! Ez azt jelent, hogy van pontosan egy kék 2 hosszú út v és r1 között. Ez azt

jelenti, hogy r1 és b1, b2, b3 pontosan egy kék él megy. Hasonlóan, r2 és r3 pontosan egy

kék éllel csatlakozik b1, b2, b3 csúcsokhoz. Tehát pontosan 3 kék él megy a b1, b2, b3 és
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r1, r2, r3 csúcshalmazok között. Ugyanezt a gondolatmenetet megismételve b1, b2, b3-re

kapjuk, hogy pontosan 3 piros él megy a b1, b2, b3 és r1, r2, r3 csúcshalmazok között. Ez

azt jelenti, hogy pontosan 3 zöld él megy a b1, b2, b3 és r1, r2, r3 csúcshalmazok között.

Most tekintsük a zöld Petersen-gráfot. Ha töröljük a v, g1, g2, g3 csúcsokat ebből a

gráfból a maradék csúcsok egy 6 hosszú kört fesźıtenek. Az előző bekezdés szerint ennek

a 6 hosszú körnek van egy vágása amely pontosan 3 élet tartalmaz. Ez azonban nem lehet,

egy 6 hosszú kör minden vágása páros sok élt tartalmaz hiszen ahogy körbemegyünk a

körön páros sokszor kell a vágáson átmenni, hogy visszaérjünk arra az oldalra ahonnan

elindultunk.

Ez az ellentmondás mutatja, hogy K10 teljes gráf nem bontható fel három éldiszjunkt

Petersen-gráf uniójára.

1.4 Cayley gráfok*

Legyen Γ egy véges csoport és S ⊆ Γ olyan halmaz, melyre g ∈ S akkor és csak akkor ha

g−1 ∈ S, és 1 /∈ S. Ekkor a G = Cay(Γ, S) Cayley-gráfot a következőképpen defińıáljuk.

A csácshalmaza Γ elemei és (g, h) ∈ E(G) pontosan akkor ha gh−1 ∈ S. Vegyük észre,

hogy (g, h) ∈ E(G) akkor (h, g) ∈ E(G) mivel hg−1 = (gh−1)−1 és ha gh−1 ∈ S akkor

(gh−1)−1 ∈ S az S-re tett feltételeink szerint. Végül G nem tartalmaz hurokélet, mert

1 /∈ S. Tehát G egy egyszerű gráf.

Ebben a részben egy Cayley-gráf sajátértékeit próbáljuk megérteni abban az esetben

amikor Γ egy Abel-csoport. Szükségünk lesz a karakter defińıciójára.

1.4.1 Defińıció. Legyen Γ egy Abel-csoport. Egy χ : Γ → C függvényt karakternek

h́ıvunk ha ez egy homomorfizmus Γ-ból C multiplikat́ıv csoportjába. Más szavakkal,

χ(gh) = χ(g)χ(h) és χ(1) = 1.

Van egy triviális karakter, χ0: χ0(g) = 1 minden g ∈ Γ esetén. Emlékeztető: g|Γ| = 1

minden g ∈ Γ esetén. Ez azt jelent, hogy egy χ fennáll, hogy 1 = χ(1) = χ(g|Γ|) = χ(g)|Γ|.

Ez azt jelenti, hogy χ(g) egy |Γ|-adik egységgyök. Ebből következik, hogy χ−1 = χ.

Az is igaz továbbá, hogy pontosan |Γ| karakter van és ők maguk is egy Abel-csoportot

alkotnak arra a szorzásra nézve, hogy χ1χ2(g) := χ1(g)χ2(g). Ebben a csoportban χ0 az

identitás. Azt nagyon könnyű látni, hogy χ1χ2 és χ−1 is karakterek. Ez az úgy nevezett

duális csoport amelyet Γ̂-vel jelölünk. Azt is lehet tudni, hogy Γ̂ izomorf Γ-val.

Most már készen állunk egyG = Cay(Γ, S) Cayley-gráf sajátértékeinek meghatározására.

1.4.2 Tétel. Legyen Γ egy Abel-csoport és S ⊆ Γ olyan részhalmaz, melyre g ∈ S pon-

tosan akkor ha g−1 ∈ S, és 1 /∈ S. Ekkor G = Cay(Γ, S) a sajátértékei a következők:
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minden χ karakter meghatároz egy sajátértéket:

λχ =
∑
s∈S

χ(s),

a hozzá tartozó sajátvektor pedig (χ(g))g∈Γ. Ezek a sajátvektorok páronként merőlegesek

arra a skalárszorzásra nézve, melyre

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi.

Mivel éppen |Γ| karakterünk van, ı́gy megkaptuk az összes sajátértéket.

Bizonýıtás. Először ellenőrizzük, hogy (χ(g))g∈Γ valóban sajátvektor a λχ =
∑

s∈S χ(s)

sajátértékhez. Legyen g ∈ Γ ekkor∑
u∈NG(g)

χ(u) =
∑
s∈S

χ(gs) =
∑
s∈S

χ(g)χ(s) = χ(g)
∑
s∈S

χ(s) = λχχ(g).

Következő lépésként megmutatjuk, hogy χ1 ̸= χ2 akkor∑
g∈Γ

χ1(g)χ2(g) = 0.

Először is vegyők észre, hogy χ1χ2 = χ1χ
−1
2 nem az egységelem karaker, ı́gy elég megmu-

tatni, hogy egy nem-egységelem χ karakterre fennáll, hogy∑
g∈Γ

χ(g) = 0.

Legyen h ∈ Γ olyan, hogy χ(h) ̸= 1. Ilyen h van, mert χ nem az egységelem. Ekkor

χ(h)
∑
g∈Γ

χ(g) =
∑
g∈Γ

χ(hg) =
∑
g∈Γ

χ(g).

Mivel χ(h) ̸= 1 azt kapjuk, hogy ∑
g∈Γ

χ(g) = 0.

1.4.3 Példa. Legyen Γ = (Zn
2 ,+), mindenhol addit́ıv jelölésmódot használunk: tehát az

egységelem 0, és a g−1-t −g-vel jelöljük. Vegyük észre, hogy minden g esetén −g = g, ı́gy

csak azt kell megkövetelnünk, hogy 0 /∈ S. Legyen S = {ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) | 1 ≤
i ≤ n}, ekkor G = Qn = Cay(Γ, S) éppen az n dimenziós kocka.

Határozzuk meg Γ karaktereit. Minden x = (x1, . . . , xn) esetén defińıálhatunk egy χx

karaktert a következőképpen:

χx(g) = (−1)
∑n

i=1 xigi ,
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ahol g = (g1, . . . , gn). A fenti összegben nem számı́t, hogy a
∑n

i=1 xigi összeget Z-ben
vagy Z2-ben számoljuk. Ez valóban karakter:

χx(g1 + g
2
) = χx(g1)χx(g2).

Azt is könnyű látni, hogy χx = χy pontosan akkor ha x = y. Azt is láthatjuk, hogy a

karakerek az eredeti csoporttal izomorf csoportot alkotnak: χxχy = χx+y, és az egységelem

χ0 = χ0. Mivel találtunk |Γ| karaktert és a (χx(g))g∈Γ vektorok páronként merőlegesek.

(Ebben az esetben tekinthetjük őket R|Γ|-beli vektoroknak.)

Most, hogy megvannak a karakterek, nézzük meg a Cayley-gráf sajátértékeit. Legyen

λx = λχx =
∑
s∈S

χx(s) =
n∑

i=1

χx(ei) =
n∑

i=1

(−1)xi .

Ez azt jelenti, hogy ha x pontosan k darab 1-est és n − k darab 0-t taralmaz akkor

λx = (n− k)− k = n− 2k. Mivel
(
n
k

)
ilyen x vektor van, ezért az n dimenziós Qn kocka

sajátértékei {n− 2k((nk)) | 0 ≤ k ≤ n}.

Ugyanezt az eredményt úgy is elérhettük volna ha felhasználunk egy gráf szorza-

tokra vonatkozó álĺıtást. Legyen G és H gráfok, és G�H jelölje a következő gráfot. A

csúcshalmaza V (G) × V (H), és a (u1, v1) és (u2, v2) csúcsok akkor vannak összekötve

ha u1 = u2 és (v1, v2) ∈ E(H) vagy v1 = v2 és (u1, u2) ∈ E(G). Ismert, hogy ha G

sajátértékei λ1 ≥ · · · ≥ λn és H sajátértékei µ1 ≥ · · · ≥ µm akkor G�H sajátértékei

λi + µj, ahol 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. Vegyük észre, hogy Qn = K2�K2� . . .�K2.

Felhasználva a tényt, hogy K2 spektruma {1,−1} azonnal kapunk egy másik bizonýıtést

arra, hogy az n dimenziós Qn kocka sajátértékei {n− 2k((nk)) | 0 ≤ k ≤ n}.

Egy S ⊆ Zn
2 esetén defińıálhatjuk a ΦS leképezést a következőképpen

ΦSf(v) =
∑
s∈S

f(v + s).

Ez a diszkrét Radon-transzformáltja az f függvénynek a (Zn
2 csoporton S-re nézve). Tehát

mi a Radon-transzformált spektrumát határoztuk meg.

1.4.4 Példa. Legyen Γ = (Zn,+), most mindenhol multiplikat́ıv jelölésmódot használunk

mindenhol: legyen g egy generátora Zn-nek, ekkor Zn = {1, g, g2, . . . , gn−1}. (Elsőre kicsit
furcsának tűnhet a multiplikat́ıv jelölésmód, de a karakterek használatánál kényelmesebb

lesz.) Az n hosszú kör egy speciális Cayley-graph: legyen S = {g, g−1}, ekkor Cn =

Cay(Γ, S) valóban egy n hosszú kör.

Határozzuk meg Γ karaktereit. Legyen χ egy karakter. Ekkor

1 = χ(1) = χ(gn) = χ(g)n.
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ı́gy χ(g) egy n-edik egységgyök: ζk = e2πi
k
n . Ekkor

χk(g
r) = ζrk = e2πi

rk
n .

Könnyű látni, hogy χk valóban karakter minden 0 ≤ k ≤ n esetén. Azt is láthatjuk, hogy

ez is megad egy csoportot, ami az eredetivel izomorf. Az egységeleme χ0.

A Cn sajátértékei tahát

λk = λχk
= χk(g) + χk(g

−1) = e2πi
k
n + e−2πi k

n = 2 cos
2kπ

n
,

ahol k = 0, . . . , n− 1.

1.4.5 Példa. Legyen p egy 4k + 1 alakú pŕım. Megint a ciklikus csoporttal dolgozunk,

vagyis Γ = (Zp,+), de ezúttal kényelmesebb lesz erre úgy gondolni, mint az Fp test addit́ıv

csoportjára. A Pp Paley-gráfot a következőképpen defińıáljak: legyen (a, b) ∈ E(Pp) ha

létezik egy c ̸= 0, melyre a − b = c2. Vagyis ezúttal S a kvadratikus maradékokból

áll. Természetesen most is egy egyszerű gráfot szeretnénk kapni vagyis azt szeretnénk ha

(a, b) ∈ E(Fp) pontosan akkor ha (b, a) ∈ E(Pp) vagyis b− a is egy négyzetszám Fp-ben.

Ez az a ont ahol kihasználjuk, hogy p egy 4k + 1 alakú pŕım: ismert, hogy ekkor −1

kvadratikus maradék vagyis létezik egy i ∈ Fpmelyre i2 = −1. Ez azt jelenti, hogy ha

a− b = c2 akkor b− a = (ic)2. Tehát a Paley-gráf egy speciális Cayley-gráf.

Láthatjuk, hogy a sajátértékei

λk =
∑

c:( c
p)=1

e2πi
c
p ,

where k = 0, . . . , p− 1. Ez azt jelenti, hogy

1 + 2λk =

p−1∑
x=0

e2πi
kx2

p .

Ez utóbbi összeg jól ismert számelméletben, ezt h́ıvják (kvadratikus) Gauss-összegnek.

Könnyen bizonýıtható, hogy abszolút értéke
√
p, de az egy kicsit trükkösebb, hogy

√
p

vagy −√
p. Egyébként

√
p ha k kvadratikus maradék és −√

p ha k kvadratikus nem-

maradék. Várjunk csak, ezek szerint 3 különböző sajátértéke van: (p− 1)/2 és
−1±√

p

2
, ez

egy erősen reguláris gráf? Igeeen! és ha ezt bebizonýıtja az ember akkor új bizonýıtást

kap arra, hogy a Gauss-összeg abszolút értéke
√
p.

Egy érdekes észrevétel, hogy Pp izomorf a komplementerével, Pp-vel. Valóban, vegyünk

egy n kvadratikus nemmaradékot, ekkor az fn(u) = nu megad egy izomorfiát Pp és Pp

között mivel ha a − b kvadratikus maradék akkor na − nb = n(a − b) kvadratikus nem-

mmaradék.

Mi van ha Γ nem Abel-csoport. Bizonýıtás nélkül megemĺıtünk egy eredményt. Ha

nem tanultál csoportok reprezentáció elméletét akkor nem fogod érteni az álĺıtást, de

emiatt ne aggódj.
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1.4.6 Tétel. Legyen Γ egy véges csoport és legyen S ⊆ Γ a Γ néhány konjugált osztályának

uniója. Ekkor G = Cay(Γ, S)sajátértékei

λχ =
1

χ(1)

∑
s∈S

χ(s),

aholχ egy irreducibilis karakter, a λχ sajátérték multiplicitása χ(1)2. Mivel |Γ| =
∑

χ χ
2(1),

ahol az összeg végigfut az összes irreducibilis karakteren, megtaláltuk az összes sajátértéket.

1.5 Laplace mátrix és fesźıtőfák

Ebben a részben az úgy nevezett Laplace mátrixot fogjuk vizsgálni. A fő cél egy módszer

bemutatása ami gyordsan megadja a fesźıtőfák számát egy gráfban.

1.5.1 Defińıció. Legyen G egy hurokélmentes gráf. A G gráf L(G) Lplace mátrixát a

következőképpen defińıáljuk: az átlós elemek a fokszámok vagyis L(G)ii = di, mı́g i ̸= j

esetén L(G)ij = −aij, ahol aij az i és j csúcsok között futő élek számát jelöli. Más

szavakkal, L(G) = D − A, ahol A az adjacencia mátrix és D = diag(d1, . . . , dn).

A Laplace mátrix sajátértékeinek vizsgálatával kezdjük. Vegyük észre, hogy ez egy

valós szimmetrikus mátrix, ı́gy a sajátértékei valósak.

1.5.2 Tétel. Legyen λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn az L(G) mátrix sajátértékei. Ekkor λn = 0.

Más szavakkal, 0 sajátértéke G-nek és minden sajátérték nemnegat́ıv.

Bizonýıtás. Az első álĺıtás következik abból, hogy 1 egy 0-hoz tartozó sajátvektor. Ahhoz,

hogy belássuk, hogy a sajátértékrk nemnegat́ıvak, elég megmutatni, hogy L(G) pozit́ıv

szemidefinit, azaz xTL(G)x ≥ 0 minden x esetén. Ez valóban igaz:

xTL(G)x =
n∑

i=1

dix
2
i − 2

∑
(i,j)∈E(G)

xixj =
∑

(i,j)∈E(G)

(xi − xj)
2 ≥ 0.

Egy egyszerűG gráf esetén könnyű meghatározni a komplementer gráf Laplace sajátértékeit.

1.5.3 Tétel. Legyen G egy egyszerű graáf, melynek Laplace sajátértékei λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥
λn = 0. Ekkor G Laplace sajátértékei a következők: n− λ1, . . . , n− λn−1, 0.

Bizonýıtás. Vegyük észre, hogy L(G) + L(G) = nI − J . Legyen v1, . . . , vn ortonormált

sajátvektorai L(G)-nek, melyre vn = 1, és L(G)vi = λivi (megválaszthatjuk ı́gy őket).

Továbbra is fennáll, hogy L(G)1 = 0. Ha i < n, akkor vi ortogonális 1-re és ı́gy

L(G)vi = (nI − J − L(G))vi = nvi − 0− λivi = (n− λi)vi.

Tehát G Laplace sajátértékei a következők: n− λ1, . . . , n− λn−1, 0.

26



1.5.4 Következmény. (a) A Kn teljes gráf Laplace sajátértékei n(n−1), 0.

(b) A Kn,m teljes páros gráf Laplace sajátértékei n+m,n(m−1),m(n−1), 0.

Bizonýıtás. (a) Az n csúcsú üres gráf Laplace sajátértékei 0(n), ı́gy ez előző tétel szerint

Kn teljes gráf Laplace sajátértékei n(n−1), 0.

(b) A Km,n komplementere Km∪Kn. Az (a) rész szerint, a Km∪Kn Laplace sajátértékei

{m(m−1), n(n−1), 0(2)}. (Azt könnyű látni, hogy két gráf uniójának a Laplace sajátértékei

az a két gráf Laplace sajátértékeinek uniója, mint multihalmaz.) Előző tételt alkalmazva

kapjuk, hogy Km,n Laplace sajátértékei n+m,n(m−1),m(n−1), 0.

Jelölje τ(G) a G gráf fesźıtőfáinak számát. A következő tétel Kirchhofftól származik.

1.5.5 Tétel. Legyen G egy hurokélmentes gráf. Legyen L(G)i az a mátrix amelyet úgy

kapunk, hogy L(G)-ből töröljük az i-edik sort és oszlopot. Ekkor detL(G)i = τ(G).

Bizonýıtás. Először egy egyszerű észrevétellel kezdjük. Minden e él esetén

τ(G) = τ(G− e) + τ(G/e).

Valóban, a fesźıtőfák halmazát szétbonthatjuk két halmazra aszerint, hogy egy fesźıtőfa

tartalmazza az e élet vagy sem. Ha nem tartalmazza akkor ilyenből τ(G− e) hiszen ezek

egyszerűen G − e fesźıtőfái. Ha egy fesźıtőfa tartalmazza az e élet akkor ezt össehúzva

megkapjuk a G/e egy fesźıtőfáját és persze G/e tetszőleges fesźıtőfájából kaphatunk G-

nek egy e élet tartalmazó fesźıtőfáját.

Most már készen állunk, hogy bizonýıtsuk a tétel álĺıtását élek számára menő in-

dukcióval. Az üres gráfra az álĺıtás triviálisan igaz. Feltehetjük, hogy a vn csúcsnak

megfelelő sort és oszlopot töröltük. Két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy vn

izolált csúcs G-ben vagy sem.

1. eset Tegyük fel, hogy vn egy izolált csúcsa G-nek. Ekkor τ(G) = 0. Másrészt,

det(L(G)n) = 0, mert az 1 vektor sajátvektora L(G)n-nek 0 sajátértékkel. Tehát ebben

az esetben kész vagyunk.

2. eset Tegyük fel, hogy vn nem izolált csúcs. Feltehetjük, hogy e = (vn−1, vn) ∈ E(G)

(előfordulhat, hogy több ilyen él is van, mert itt megengedjük a többszörös éleket). Legyen

ln−1 az (n−1)-edik sorvektora L(G)n-nek és legyen s = (0, 0, . . . , 0, 1) amely (n−2) darab

0-t tartalmaz és egy darab 1-est. Tekintsük a következő két mátrixot: An−1 és Bn−1-et,

melyeket úgz kapunk, hogy kicseréljük az L(G)n utolsó sorvektorát ln−1 − s illetve s-re.

Ekkor a kifejtési tétel szerint

detL(G)n = detAn−1 + detBn−1.

Vegyük észre, hogy An−1 = L(G− e)n. Mivel G− e kevesebb éle van, mint G-nek, ezért

indukció szerint detAn−1 = detL(G− e)n = τ(G− e).
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Másrészt, detBn−1 = detAn−2, ahol An−2 = L(G){n−1,n}. Vegyük észre, hogy An−2

nem más, mint L(G/e)n−1=n. Mivel G/e-nek kevesebb éle van, mint G-nek, ezért azt

kapjuk, hogy detAn−2 = detL(G/e)n−1=n = τ(G− e). Tehát

detL(G)n = τ(G− e) + τ(G/e) = τ(G).

1.5.6 Következmény. Legyen L(G, x) az L(G) Laplace-mátrix karakterisztikus poli-

nomja, vagyis, L(G, x) = det(xI−L(G)). Az x1 együtthatója L(G, x)-ben (−1)n−1nτ(G).

Továbbá

τ(G) =
1

n

n−1∏
j=1

λi.

Bizonýıtás. Legyen L(G, x) =
∏n

i=1(x−λi) = xn−an−1x
n−1+an−2x

n−2−· · ·+(−1)n−1a1x.

Ekkor a Viéte’s formula szerint

a1 = λ2λ3 . . . λn + λ1λ3 . . . λn + · · ·+ λ1λ2 . . . λn−1.

Mivel λn = 0 azt kapjuk, hogy a1 = λ1λ2 . . . λn−1. Másrészt ha kifejtjük a det(xI−L(G))

akkor azt kapjuk, hogy az x együtthatója

a1 =
n∑

i=1

det(L(G)i) = nτ(G),

a 1.5.5 tétel szerint. Tehát τ(G) = 1
n
a1 =

1
n

∏n−1
i=1 λi.

1.5.7 Következmény. (a) (Cayley tétel) A Kn teljes gráf fesźıtőfáinak száma nn−2,

vagyis ennyi számozott csúcsú fesźıtőfa van n csúcson.

(b) A Km,n teljes páros gráf fesźıtőfáinak száma mn−1nm−1.

Bizonýıtás. Mindkét álĺıtás azonnal következi a 1.5.6 és 1.5.4 Következményekből.

1.5.8 Megjegyzés. Természetesen egy nn−2 alakú formula azonnal felveti a kérdést, hogy

van-e kombinatorikus bizonýıtás és persze rengeteg ilyen bizonýıtás van. A legh́ıresebb

ilyen bizonýıtás az úgy nevezett Prüfer kódot használja.

1.6 SageMath és spektrál gráfelmélet

Mindig nagyon hasznos ha látunk sok példát. SageMath, egy egyszerűen használható

matematika szoftver amivel könnyen lehet gráfok sajátértékeit és sajátvektorait számolni.

Le se kell tölteni a programot, egyből lehet az online verziót használni: https://sagecell.

sagemath.org/. Termeszétesen le is lehet tölteni a programot.

Nézzünk egy példát! Másold be az alábbi kódot az ablakba és nyomd meg az Evaluate

gombot az ablak alatt:
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g=graphs.PetersenGraph()

g.show()

print g.adjacency_matrix()

print g.spectrum()

print g.eigenvectors()

A g.eigenvectors() sorra SageMath megint kiadja a sajatértékeket a sajátalterek egy

bázisával és dimenziójával együtt. A Petersen gráf helyett rengeteg más gráfot is lehet

választani, lásd a listát http://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/

graphs/graph_generators.html helyen. Fel is lehet éṕıteni egy gráfot:

g=Graph({})

g.add_edges([(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(2,4)])

g.show()

g.spectrum()

Természetesen a SageMath egy csomó más eszközt is ad gráfok vizsgálatához. Lásd a

http://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/graphs/generic_graph.

html oldalt.
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2. Kombinatorikus nullstellensatz

2.1 Kombinatorikus nullstellensatz két alakja

Hilbert nullstellensatz gyakorlatilag az algebrai geometria alaptétele. Ez a tétel azt

mondja ki, hogy ha F egy algebrailag zárt test és f, g1, . . . , gk ∈ F[x1, . . . , xn] olyan poli-

nomok, hogy f eltünik g1, . . . , gk közös gyökein akkor létezik egy m szám es h1, . . . , hk

polinomok, melyekre

fm =
k∑

i=1

higi.

Ennek a tételnek nem ismerek kombinatorikus alkalmazását amely valósźınűśıthetően két

okra vezethető vissza. Az a feltétel, hogy F egy algebrailag zárt test túl erős megszoŕıtás.

Egy kombinatorikusnak gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy F = C. A másik probléma az,

hogy nincs kontrol m-re vonatkozóan. Viszont a jó h́ır az, hogy van egy tétel ami nagyon

hasonĺıt Hilbert nullstellensatz tételére, de sokkal jobban lehet használni kombinatorikus

problémákban. Ez a kombinatorikus nullstellensatz. Ennek két alakja van. Az első az

ami igazán hasonĺıt a Hilbert nullstellensatzra. Sajnos nem ez az alak amivel igazán jó

dolgozni.

2.1.1 Tétel. Legyen F egy tetszőleges test. Legyen f ∈ F[x1, . . . , xk] egy többváltozós

polinom. Legyenek továbbá S1, . . . , Sk ⊆ F nem üres halmazok. Legyen

gi(xi) =
∏

s∈Si
(xi − s). Ha f eltűnik a g1, . . . , gk közös gyökein (vagyis f(s1, . . . , sk) = 0

ha (s1, . . . , sk) ∈ S1 × · · · × Sk), akkor léteznek h1, . . . , hk ∈ F[x1, . . . , xk] polinomok,

melyekre deg(hi) ≤ deg(f)− deg(gi) és

f =
k∑

i=1

higi.

Továbbá ha f, g1, . . . gk benne vannak valamely R[x1, . . . , xk]-ben, ahol R egy részgyűrűje

F-nek akkor megválaszthatók a hi polinomok is, hogy hi ∈ R[x1, . . . , xk] .

Mi igazából a kombinatorikus nullstellensatz következő alakját fogjuk használni.

2.1.2 Tétel. Legyen F egy tetszőleges test. Legyen f ∈ F[x1, . . . , xk] egy n-fokú többváltozós

polinom. Tegyük fel, hogy az xt1
1 . . . xtk

k tag egyutthatója nem 0, és
∑k

i=1 ti = n (vagyis ez

egy maximális fokú tag). Legyenek S1, . . . , Sk ⊆ F halmazok olyanok, hogy |Si| = ti + 1.

Ekkor léteznek si ∈ Si melyekre f(s1, . . . , sk) ̸= 0.
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Rengeteg különböző bizonýıtás van a kombinatorikus nullstellensatzra. Alább az a

bizonýıtás található ami Noga Alon survey cikkében [2] is szerepel. Mi amúgy is ezt a

cikket követjük ebben a fejezetben.

2.1.1 Kombinatorikus nullstellensatz bizonýıtása

Ebben a részben bebizonýıtjuk a kombinatorikus nullstellensatz mindkét alakját. Először

az első alakot bizonýıtjuk, a második alakot ebből vezetjük le. Először egy egyszerű

lemmát bizonýıtunk be.

2.1.3 Lemma. Legyen F egy tetszőleges test. Legyen f ∈ F[x1, . . . , xk], és tegyük fel, hogy

degxi
f ≤ ti i = 1, . . . , k esetén és a S1, . . . , Sk ⊆ F halmazok teljeśıtik, hogy |Si| ≥ ti+1.

Ha f(s1, . . . , sk) = 0 minden (s1, . . . , sk) ∈ S1 × · · · × Sk esetén akkor f ≡ 0.

Bizonýıtás. Az álĺıtást k-ra menő indukcióval bizonýıtjuk. A k = 1 eset éppen az a

közismert álĺıtás, hogy ha egy legfeljebb t-fokú polinom eltűnik t + 1 helyen akkor a

polinom a konstans 0 polinom. Tegyük fel, hogy az álĺıtás (k − 1)-ig teljesül. Írjuk f -et

a következő alakba.

f =

tk∑
j=0

fj(x1, . . . , xk−1)x
j
k.

Minden rögźıtett s1 ∈ S1, . . . , sk−1 ∈ Sk−1 esetén az

f(s1, . . . , sk−1, xk) =

tk∑
j=0

fj(s1, . . . , sk−1)x
j
k

polinom eltűnik az Sk halmazon. Mivel |Sk| ≥ tk + 1 azt kapjuk, hogy fj(s1, . . . , sk−1) =

0 minden j esetén. Mivel ez teljesül minden (s1, . . . sk−1) ∈ S1 × · · · × Sk−1 esetén,

indukcióból azt kapjuk, hogy fj ≡ 0. Tehát f ≡ 0.

Most mar készen állunk arra, hogy bebizonýıtsuk a kombinatorikus nullstellensatz

első alakját.

Kombinatorikus nullstellensatz első alakjának a bizonýıtása. Legyen ti = |Si| − 1. Min-

den m ≥ ti + 1 esetén végezzük el a következő maradékos osztást:

xm
i = hi,m(xi)gi(xi) + ri,m(xi),

ahol degxi
ri,m(xi) ≤ ti. Mivel s ∈ Si esetén gi(s) = 0 azt kapjuk, hogy sm = ri,m(s).

Vegyük észre, hogy

f =
∑
α

cα

k∏
i=1

xαi
i =

∑
α

cα

k∏
i=1

(hi,αi
(xi)gi(xi) + ri,αi

(xi)) =
k∑

i=1

higi +
∑
α

cα

k∏
i=1

ri,αi
(xi).
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Az

T =
∑
α

cα

k∏
i=1

ri,αi
(xi)

polinom két dolgot teljeśıt: (i) minden (s1, . . . , sk) ∈ S1 × · · · ×Sk esetén T (s1, . . . , sk) =

f(s1, . . . , sk) = 0, és (ii) degxi
T ≤ ti. Ekkor az előző lemmát T -re alkalmazva kapjuk,

hogy T = 0, ı́gy

f =
k∑

i=1

higi.

A bizonýıtásból az is világos, hogy deg(hi) ≤ deg(f) − deg(gi), és ha f, g1, . . . gk benne

van R[x1, . . . , xk]-ben valamely R részgyűrűben akkor a hi polinomok is megválaszthatóak

úgy, hogy benne legyenek R[x1, . . . , xk]-ben.

Kombinatorikus nullstellensatz második alakjának a bizonýıtása. Indirekt bizonýıtunk. Tegyük

fel, hogy f(s1, . . . , sk) = 0 minden (s1, . . . , sk) ∈ S1 × · · · × Sk esetén. Ekkor a nullstel-

lensatz első alakja szerint

f =
k∑

i=1

higi,

ahol deg(hi) ≤ deg(f)−deg(gi). Ekkor minden max-fokú tag valamely i-re egy max-fokú

hi-beli tag és a gi(xi) max-fokú tagjából, vagyis xti+1
i -ből jön. Vagyis soha sem kaphatunk

meg egy
∏k

i=1 x
ti
i alakú max-fokú tagot. Ellentmondás, ezzel az álĺıtast beláttuk.

2.2 Kombinatorikus nullstellensatz alkalmazásai

Először néhány addit́ıv kombinatorikai alkalmazását adjuk a kombinatorikus nullstellen-

satz tételnek.

2.2.1 Defińıció. Az A,B ⊆ F halmazokra jelölje A+B a következő halmazt:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Az alábbi tételt Cauchy bizonýıtotta, majd sokkal később Davenport újra felfedezte.

2.2.2 Tétel (Cauchy-Davenport). Az A,B ⊆ Fp halmazokra

|A+B| ≥ min(|A|+ |B| − 1, p).

Bizonýıtás. Először abban az esetben bizonýıtjuk a tételt mikor |A|+|B| ≤ p+1. Indirekt

bizonýıtunk, tegyük fel, hogy |A + B| ≤ |A| + |B| − 2. Legyen S ⊆ Fp olyan halmaz,

melyre |S| = |A|+ |B| − 2 és A+B ⊆ S. Tekintsük a következő polinomot Fp felett:

P (x, y) =
∏
s∈S

(x+ y − s).
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Ekkor degP = |S| és P (a, b) = 0 minden a ∈ A, b ∈ B esetén. Tekintsük az x|A|−1y|B|−1

tag együtthatóját. Ez egy maximális fokú tag, ı́gy az együtthatója ugyanaz, mint az

(x+ y)|S| polinomban, ami a binomiális tétel szerint(
|A|+ |B| − 2

|A| − 1

)
.

Mivel |A|+|B|−2 ≤ p−1, ez nem 0 Fp-ben. Ekkor a kombinatorikus nullstellensatz tételt

alkalmazva A és B halmazokra, azt kapjuk, hogy létezik a ∈ A és b ∈ B melyre P (a, b) ̸=
0. Ez viszont ellentmond az előbbi észrevételünknek. Tehát |A+B| ≤ |A|+ |B|−1 ebben

az esetben.

Most tekintsük azt esetet amikor |A| + |B| ≥ p + 2. Ekkor tekintsünk egy A′ ⊆ A

halmazt, melyre |A′|+|B| = p+1. Ekkor |A′+B| ≥ |A′|+|B|−1 = p. Vagyis A′+B = Fp.

Ekkor persze A+B = Fp.

2.2.3 Megjegyzés. Abban az esetben amikor |A| + |B| ≥ p + 1 az alábbi egyszerű

kombinatorikus gondolatmenet is kiadja, hogy A + B = Fp. Legyen c ∈ Fp és tekintsük

a következő Fp-beli elemeket c − a1, . . . c − an, b1, . . . bm, ahol |A| = n, |B| = m. Mivel

n+m > p van kettő köztük ami megegyezik. Mivel c− ai ̸= c− aj és bi ̸= bj, az egyetlen

lehetőség, hogy c− ai = bj valamely i és j-re. Ekkor azonban c = ai + bj ∈ A+B. Mivel

c tetszőleges volt, azt kapjuk, hogy A+B = Fp.

Most tekintsük a Cauchy-Davenport egyenlőtlenség egy változatát. A következő tételt

Erdős és Heilbronn sejtette meg 1964-ben és Dias Da Silva és Hamidoune bizonýıtotta

1994-ben. Az alábbi bizonýıtása nem tőlük származik.

2.2.4 Defińıció. Az A,B ⊆ F halmazokra A+̂B jelölje a következő halmazt:

A+̂B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B, a ̸= b}.

2.2.5 Tétel. Az A,B ⊆ Fp halmazok esetén

|A+̂B| ≥ min(|A|+ |B| − 2, p)

ha |A| ̸= |B|, és
|A+̂B| ≥ min(|A|+ |B| − 3, p)

ha |A| = |B|

Bizonýıtás. Először abban az esetben bizonýıtjuk az álĺıtást mikor |A| ̸= |B| és |A|+|B| ≤
p + 2. Indirekt bizonýıtunk, tegyük fel, hogy |A + B| ≤ |A| + |B| − 3. Legyen S ⊆ Fp

olyan halmaz, melyre |S| = |A|+ |B| − 3 és A+̂B ⊆ S. Tekintsük a következő polinomot

Fp felett

P (x, y) =
∏
s∈S

(x+ y − s) · (x− y).
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Ekkor degP ≤ |S|+1 = |A|+ |B|−2 és P (a, b) = 0 minden a ∈ A, b ∈ B esetén. (Vegyük

észre, hogy ha a = b akkor az x−y tag tűnik el, ha pedig a ̸= b akkor a+ b ∈ A+̂B ⊆ S.)

Tekintsük az x|A|−1y|B|−1 együtthatóját. Megmutatjuk, hogy ez nem 0 vagyis ez egy

maximum fokú tag és degP = |A|+ |B|−2. Az x|A|−1y|B|−1 együtthatója P -ben ugyanaz,

mint a (x+ y)|S|(x− y) polinomban vagyis(
|A|+ |B| − 2

|A| − 2

)
−
(
|A|+ |B| − 2

|A| − 1

)
=

(|A|+ |B| − 3)!

(|A| − 1)!(|B| − 1)!
((|A|−1)−(|B|−1)) ̸≡ 0 ( mod p).

Ekkor alkalmazhatjuk a kombinatorikus nullstellensatzot az A és B halmazokra: létezik

egy a ∈ A és b ∈ B melyre P (a, b) ̸= 0. Ez azonban ellentmond a korábbi megfi-

gyelésünknek. Ez az ellenmondás mutatja, hogy |A+̂B| ≤ |A|+ |B|−2 ebben az esetben.

Ha |A| ̸= |B| és |A|+ |B| ≥ p+ 3, akkor töröljünk néhány elemet a kisebb halmazból

(feltehetjük, hogy ez a A halmaz) úgy, hogy a kapott A′ halmazra |A′| + |B| = p + 2 és

|A′| ̸= |B|. Ekkor

|A+̂B| ≥ |A′+̂B| ≥ min(|A′|+ |B| − 2, p) = p.

Végül ha |A| = |B| ekkor töröljünk egy elemet az A-ból. Legyen A′ a kapott halmaz.

Ekkor |A′| ̸= |B| ı́gy az előző eset szerint

|A+̂B| ≥ |A′+̂B| ≥ min(|A′|+ |B| − 2, p) = min(|A|+ |B| − 3, p).

2.2.6 Tétel. Legyen F tetszőleges test és A egy n×n-es mátrix F felett. Tegyük fel, hogy

A permanense nem 0. Ekkor tetszőleges b ∈ Fn vektorra és S1, S2, . . . Sn ⊂ F halmazokra,

melyre |Si| = 2 minden i-re létezik egy x = (x1, . . . xn) ∈ S1 × S2 × · · · × Sn vektor, hogy

Ax minden koordinátájában különbözik b vektortól.

Bizonýıtás. Legyen b = (b1, . . . , bn). Tekintsük a következő n változós polinomot:

P (x) =
n∏

i=1

(ai1x1 + · · ·+ ainxn − bi).

Ebben az x1 . . . xn egy maximális fokú tag, amelynek az együtthatója éppen per(A)

ami a feltétel szerint nem 0. Ekkor a kombinatorikus Nullstellensatz szerint tetszőleges

S1, S2, . . . Sn ⊂ F halmazokra, melyre |Si| = 2 minden i-re, létezik egy x = (x1, . . . xn) ∈
S1 × S2 × · · · × Sn vektor, hogy P (x) ̸= 0, ami éppen azt jelenti, hogy Ax minden

koordinátája különbözik b megfelelő koordinátájától.
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2.2.7 Tétel (Chevalley-Warning). Legyen p pŕım és legyenek

P1 = P1(x1, . . . , xn), P2 = P2(x1, . . . , xn), . . . , Pm = Pm(x1, . . . , xn)

Fp[x1, . . . , xn]-beli polinomok. Tegyük fel, hogy n >
∑m

i=1 deg(Pi). Bizonýıtsd be, hogy ha

a P1, . . . , Pm polinomoknak van egy közös (c1, . . . , cn) gyökük, akkor van még egy közös

gyökük.

Bizonýıtás. Tekintsük a következő polinomot:

F (x) =
m∏
i=1

(1− Pi(x)
p−1)− δ

n∏
i=1

∏
j ̸=ci

(xi − j),

ahol δ-t úgy választjuk, hogy F (c1, . . . , cn) = 0 legyen. Tudjuk ı́gy választani δ-t, mert

n∏
i=1

∏
j ̸=ci

(ci − j) ̸= 0.

Másrészt δ ̸= 0, mert az első tagba c-t helyetteśıtve 1-t kapunk. A

m∏
i=1

(1− Pi(x)
p−1)

foka (p− 1)
∑

i degPi < (p− 1)n, mı́g

δ

n∏
i=1

∏
j ̸=ci

(xi − j)

foka éppen (p − 1)n, tehát F foka is (p − 1)n. Tehát létezik egy a, melyre F (a) ̸= 0.

Vegyük észre, hogy a második tag minden nem c-re eltűnik. Másreszt az első tag csak

akkor nem 0 ha a közös gyöke az összes Pi-nek. Tehát a egy másik közös gyöke az összes

Pi-nek.

2.2.8 Tétel. A H1, H2, . . . , Hk hiperśıkok lefedik a [0, 1]n hiperkocka összes csúcsát kivéve

a 0 csúcsot. Ekkor k ≥ n.

Bizonýıtás. Legyenek a hiperśıkok Hi = {x | (hi, x) = ri}, ahol 1 ≤ i ≤ k. Tekintsük a

következő polinomot:

F (x) =
k∏

i=1

((hi, x)− ri)− δ
n∏

i=1

(1− xi),

ahol δ úgy van választva, hogy F (0) = 0 legyen vagyis δ = (−1)k
∏k

i=1 ri. Mivel a

hiperśıkok nem fedik az 0 csúcsot, ı́gy δ ̸= 0. Ha k < n lenne, akkor az F főtagját a

második tag adná: (−1)n
∏n

i=1 xi. Tehát S1 = · · · = Sn = {0, 1} választással a kombina-

torikus Nullstellensatz azt adná, hogy létezik egy a ∈ S1×· · ·×Sn, melyre F (a) ̸= 0. De

ez lehetetlen, mert F (0) = 0 és a ̸= 0 esetén pedig F mindkét tagja 0. Az ellentmondás

mutatja, hogy k ≥ n.
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2.2.9 Tétel. Legyen p pŕım. Tegyük fel, hogy a G gráfban az átlagfokszám több, mint

2p− 2 és a legnagyobb fokszám legfeljebb 2p− 1. Ekkor G-nek van p-reguláris részgráfja.

Bizonýıtás. Minden e ∈ E(G) élhez rendeljünk egy xe változót. Tekintsük a következő

polinomot:

F (x) =
∏

v∈V (G)

1−

(∑
e:v∈e

xe

)p−1
−

∏
e∈E(G)

(1− xe).

Vegyük észre, hogy F -beli első tag foka n(p − 1), mı́g a második tag foka |E(G| >

n(p − 1), mert az átlagfokszám nagyobb, mint 2p − 2. Tehát egy legnagyobb fokú tag

(−1)e(G)+1
∏

e∈E(G) xe. ı́gy a kombinatorikus Nullstellensatzot alkalmazhatjuk az Se =

{0, 1} (e ∈ E(G)) halmazokra. Ekkor létezik a ∈ {0, 1}E(G), melyre F (a) ̸= 0. Vegyük

észre, hogy a ̸= 0, mert F (0) = 0. Tehát ekkor F második tagja automatikusan 0,

ı́gy az elsőnek is annak kell lennie. Ez azonban azt jelenti, hogy minden csúcsra p-vel

osztható olyan f él illeszkedik, amelyre af = 1. Legyen az ilen élek halmaza H. Mivel a

legnagyobb fokszám 2p− 1, ezért ez csak úgy lehet ha 0 vagy p ilyen él illeszkedik. Mivel

a ̸= 0, ez megad egy p-reguláris részgráfot: H-beli élek által fesźıtett részgráf megfelel

(azon csúcsokat nem vesszük be, melyre nem illeszkedik H-beli él).

2.2.10 Megjegyzés. Amint látható ezen bizonýıtások legtrükkosebb része az F poli-

nom megválasztása. Ehhez kell némi gyakorlat. Az első két alkalmazásban elég volt

a legtermészetesebb polinomot használni. Az utolsó három alkalmazásban viszont egy

más stratégiát követtunk. A polinomnak mindig két része volt: az első ami egy is-

meretlen konfigurációhoz tartozott, a második pedig egy ideális konfigurációhoz tarto-

zott. Továbbá mindig az utóbbi adta a főtagot és egyúttal jav́ıtotta az első tag hibáját

valamely kiértékelésnél.

2.3 Chevalley-Warning tétel környéke

2.3.1 Tétel. Legyen p pŕım és Fp véges test p elemmel. Legyenek P1 = P1(x1, . . . , xn), . . . , Pm =

Pm(x1, . . . , xn) ∈ Fp[x1, . . . , xn] polinomok, melyekre
∑m

i=1 degPi < n. Ekkor a P1, . . . , Pm

közös gyökeinek száma osztható p-vel. Speciálisan ha van közös zérushelyük akkor legalább

p közös zérushelyük van.

2.3.2 Lemma. Legyen k < p− 1. Ekkor∑
a∈Fp

ak = 0,

ahol az összegzést Fp-ben végezzük.
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Bizonýıtás. Az xk − 1 polinomnak legfeljebb k gyöke van, ı́gy létezik egy c ̸= 0 melyre

ck ̸= 1 mivel p− 1 nem nulla elem van Fp-ben. Ekkor

Sk =
∑
a∈Fp

ak.

Ekkor

ckSk = ck
∑
a∈Fp

ak =
∑
a∈Fp

(ca)k =
∑
a∈Fp

ak = Sk

mivel a c-vel való szorzás egyszerűen megpermutálja Fp-t. Tehát (ck − 1)Sk = 0. Mivel

ck − 1 ̸= 0 azt kapjuk, hogy Sk = 0.

2.3.3 Lemma. Legyen P = P (x1, . . . , xn) ∈ Fp[x1, . . . , xn] melyre degP < n(p − 1).

Ekkor ∑
(a1,...,an)∈Fn

p

P (a1, . . . , an) = 0.

Bizonýıtás. Elég a lemmát a Q = xt1
1 . . . xtn

n monomra bizonýıtani, mert az álĺıtás lineáris

a polinomban. Vegyük észre, hogy

∑
(a1,...,an)∈Fn

p

Q(a1, . . . , an) =
∑

(a1,...,an)∈Fn
p

at11 . . . atnn =

∑
a1∈Fp

at11

 . . .

∑
an∈Fp

atnn

 .

Mivel t1 + · · ·+ tn < n(p− 1) letezik egy ti melyre ti < p− 1, ekkor viszont∑
ai∈Fp

atii = 0

az előző lemma szerint. Tehát

∑
(a1,...,an)∈Fn

p

at11 . . . atnn =

∑
a1∈Fp

at11

 . . .

∑
an∈Fp

atnn

 = 0.

Most már készen állunk a 2.3.1 tétel bizonýıtására.

A 2.3.1 tétel bizonýıtása. Tekintsük a következő polinomot

P (x1, . . . , xn) =
m∏
i=1

(1− Pi(x1, . . . , xn)
p−1).

Vegyük észre, hogy

degP ≤ (p− 1)

(
m∑
i=1

degPi

)
< (p− 1)n.
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Ekkor az előző lemma szerint ∑
(a1,...,an)∈Fn

p

P (a1, . . . , an) = 0.

Vegyük észre, hogy ha (a1, . . . , an) nem gyöke a Pi polinomnak akkor

Pi(a1, . . . , an)
p−1 = 1

Fp-ben a kis Fermat tétel szerint. Tehát P (a1, . . . , an) = 0 ebben az esetben. Másrészt

ha (a1, . . . , an) közös gyöke a Pi polinomoknak akkor P (a1, . . . , an) = 1. Tehát

0 =
∑

(a1,...,an)∈Fn
p

P (a1, . . . , an) = N,

ahol N jelöli P1, . . . , Pm közös gyökeinek számát. Tehát p | N .

2.3.4 Tétel (Erdős-Ginzburg-Ziv). Legyen a1, a2, . . . , a2p−1 Fp-beli elemek. Ekkor található

p darab közöttük melyek összege 0.

Bizonýıtás. Tekintsük a következő két polinomot:

P1(x) =

2p−1∑
i=1

aix
p−1
i P2(x) =

2p−1∑
i=1

xp−1
i .

P1 és P2-nek közös gyöke a 0 vektor és degP1 + degP2 = 2(p − 1) < 2p − 1 = n, ı́gy a

2.3.1 tétel szerint a két polinomnak van egy másik közös y gyökük. Legyen

S = {i | yi ̸= 0}.

Mivel P2(y) = 0 és P2(y) = |S|, ezért p | |S|. Mivel |S| nem lehet 0 és legfeljebb 2p− 1,

ı́gy |S| = p. Mivel P1(y) = 0, ı́gy
∑

i∈S ai = 0.

Ebből már levezethetjük az Erdős-Ginzburg-Ziv tétel általánosabb alakját.

2.3.5 Tétel (Erdős-Ginzburg-Ziv). Legyen n pozit́ıv egész. Adottak a1, . . . , a2n−1 egészek.

Ekkor létezik i1 < i2 < · · · < in melyekre n | ai1 + · · ·+ ain.

Bizonýıtás. Megmutatjuk, hogy ha az álĺıtás igaz az m és k egészekre akkor mk-ra is

igaz. Legyenek a1, . . . , a2mk−1 egészek. Mivel az álĺıtás igaz m-re és 2mk − 1 ≥ 2m − 1,

van m egész szám közöttük, melyek összege osztható m-mel. Mivel a számok sorrendje

újrarendezhető, feltehető, hogy m | a1 + · · ·+ am. Töröljük ezeket a számokat a 2mk− 1

számból és ismételjük meg az eljárást. Megint újrarendezve a számokat feltehetjük, hogy

m | am+1 + · · · + a2m. Majd ezeket is töröljük és megismételjük az eljárást. Ezt addig

csinálhatjuk amı́g legalább 2m − 1 számunk van. Mivel 2k − 2 lépés után még 2mk −
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1 −m(2k − 2) = 2m − 1 számunk van, ı́gy összesen 2k − 1-szer csinálhatjuk meg ezt az

eljárást. Ezután alkalmazzuk az álĺıtást k-ra és a

a1 + · · ·+ am
m

,
am+1 + · · ·+ a2m

m
, . . . ,

a(2k−2)m+1 + · · ·+ a(2k−1)m

m

számokra. Mivel 2k− 1 szám között van k darab, melyek összege osztható k-val ezért az

eredeti 2mk − 1 szám között találtunk mk darabot, melyek összege osztható mk-val.

Mivel a pŕımekre már bebizonýıtottuk az álĺıtást, ezert minden n-re kapjuk, hogy az

álĺıtas igaz. (Az n = 1 eset triviális.)

2.3.6 Megjegyzés. Amint láthatjuk a bizonýıtás lelke tényleg a pŕım eset volt. Erre

a speciális esetre található még egy bizonýıtás Noga Alon Combinatorial nullstellensatz

ćımű cikkében. Most vázolunk egy elemi bizonýıtást is erre az esetre.

A számokat tekintsük Fp-ben. Ha létezik egy t ∈ Fp mely legalább p-szer szere-

pel a számok között akkor kész vagyunk. Ha nincs ilyen t akkor újra lehet rendezni a

számokat, hogy a következő teljesüljön: a0, a1, a2, . . . , a2(p−2)+1, a2(p−1) sorrendre a1 ̸= a2,

a3 ̸= a4, . . . , a2(p−2)+1 ̸= a2(p−1) (miért?). Tekintsük a következő halmazokat: Si = {a0}+
{a1, a2} + · · · + {a2i−1, a2i}, vagyis azokat az összegeket tekintjük amelyek a {a2j−1, a2j}
elemek közül pontosan egyet tartalmaznak. Induckcióval megmutatjuk, hogy Si-nek le-

galább i + 1 eleme van Fp-ben. Ez igaz S0-ra ı́gy elég megmutatnunk hogy |Si| ≠ |Si+1|
hacsak nem Si = Si+1 = Fp. Ha |Si| = |Si+1|, akkor Si + a2i+1 = Si + a2i+2, vagyis

Si = Si + (a2i+1 − a2i+2). Ez azt jelentené, hogy ha r ∈ Si akkor r + (a2i+1 − a2i+2) ∈ Si,

r+2(a2i+1 − a2i+2) ∈ Si,... és ı́gy Si = Fp. Ha |Si| ̸= |Si+1| akkor mivel Si + a2i+1 ⊆ Si+1

azt kapjuk, hogy |Si| < |Si+1| ı́gy |Si+1| ≥ |Si| + 1 ≥ i + 2. Természetesen ha Si = Fp

akkor |Si| = p ≥ i + 1. Tehát |Sp−1| ≥ p vagyis |Sp−1| = p és ı́gy 0 ∈ Sp ami azt jelenti,

hogy 0 összege p elemnek.

2.3.7 Megjegyzés. A 2.3.3 Lemma bizonýıtása módośıtható úgy, hogy a következő

álĺıtást megkapjuk: ha P foka n(p− 1) akkor a∑
(a1,...,an)∈Fn

p

P (a1, . . . , an)

csak az xp−1
1 . . . xp−1

n együtthatójától függ. Ha ez nem 0 akkor a fenti összeg sem 0, ami

azt jelenti, hogy létezik (a1, . . . , an) melyre P (a1, . . . , an) ̸= 0, ez igen gyakran éppen az

amire szükségünk van. Előfordulhat, hogy nem könnyű látni, hogy mi az xp−1
1 . . . xp−1

n

együtthatója P -ben. Ekkor még egy ötlet seǵıthet: módośıtsuk P -t úgy, hogy a kapott

Q polinomban ugyanazok a maximum fokú tagok. Ha el tudjuk érni, hogy a kapott Q

polinomra, a ∑
(a1,...,an)∈Fn

p

Q(a1, . . . , an)
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összegben pontosan egy nem nulla tag van, mondjukQ(c1, . . . , cn), akkor azonnal megkapjuk,

hogy az xp−1
1 . . . xp−1

n együtthatója Q(c1, . . . , cn), és ı́gy∑
(a1,...,an)∈Fn

p

P (a1, . . . , an) = Q(c1, . . . , cn) ̸= 0.

Következésképpen létezik egy (a1, . . . , an) melyre P (a1, . . . , an) ̸= 0. Egy nagyon hasonló

tervet fogunk látni a következő részben.

2.4 Kvantitat́ıv nullstellensatz

2.4.1 Tétel. (Kvantitat́ıv nullstellensatz) Legyen F egy tetszőleges test. Legyen P (x1, . . . , xn) ∈
F[x1, . . . , xn]. Legyenek A1, . . . , An ⊆ F halmazok olyanok, hogy |Ai| = ti +1, és degP ≤
t1 + · · ·+ tn. Legyen ϕi(x) =

∏
s∈Ai

(x− s). Ekkor az xt1
1 . . . xtn

n együtthatója éppen∑
a1∈A1

· · ·
∑

an∈An

P (a1, . . . , an)

ϕ′
1(a1) . . . ϕ

′
n(an)

,

ahol ϕ′
i a ϕi polinom deriváltja.

Bizonýıtás. Először n = 1-re bizonýıtjuk az álĺıtást. Legyen a P (x) =
∑t

k=0 ckx
k polinom

foka legfeljebb t (tehát előfordulhat, hogy at = 0). Legyen A egy t + 1 elemű halmaz.

Használjuk a Lagrange interpolációt: tekintsük a

Q(x) =
∑
a∈A

P (a)

∏
a′∈A
a′ ̸=a

(x− a′)∏
a′∈A
a′ ̸=a

(a− a′)

polinomot. Ekkor Q(a) = P (a) minden a ∈ A esetén és mindkét polinom foka legfeljebb

t vagyis P − Q foka is legfeljebb t és eltűnik t + 1 helyen. Tehat P − Q ≡ 0 azaz

P (x) = Q(x). Összehasonĺıtva az xt együtthatóját kapjuk, hogy

ct =
∑
a∈A

P (a)∏
a′∈A
a′ ̸=a

(a− a′)
=
∑
a∈A

P (a)

ϕ′(a)
,

ahol ϕ(x) =
∏

a∈A(x− a). Ez éppen a tétel álĺıtása n = 1 esetén.

Következő lépésben bebizonýıtjuk a tételt tetszőleges n pozit́ıv egészre. Vegyük észre,

hogy elég az álĺıtást belátni monomokra, mert ha az álĺıtás igaz P1, P2 polinomokra, akkor

igaz a c1P1 + c2P2 polinomra is mivel mind a xt1
1 . . . xtn

n együtthatója mind a∑
a1∈A1

· · ·
∑

an∈An

P (a1, . . . , an)

ϕ′
1(a1) . . . ϕ

′
n(an)

,

kifejezés lineáris P -ben. Tegyük fel, hogy Q(x1, . . . , xn) = xr1
1 . . . xrn

n , ekkor∑
a1∈A1

· · ·
∑

an∈An

Q(a1, . . . , an)

ϕ′
1(a1) . . . ϕ

′
n(an)

=
∑
a1∈A1

· · ·
∑

an∈An

ar11 . . . arnn
ϕ′
1(a1) . . . ϕ

′
n(an)

=
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=

(∑
a1∈A1

ar11
ϕ′
1(a1)

)
. . .

( ∑
an∈An

arnn
ϕ′
n(an)

)
.

Tegyük fel, hogy r1 + r2 + · · ·+ rn ≤ t1 + t2 + · · ·+ tn. Ha ri = ti minden i esetén akkor

alkalmazzuk az n = 1 esetet külön minden tagra és kapjuk, hogy az utóbbi tag 1 ami

éppen xt1
1 . . . xtn

n együtthatója. Ha létezik egy i melyre ri ̸= ti, akkor létezik olyan j is

melyre rj < tj. Ekkor az n = 1 eset alapján

∑
aj∈Aj

a
rj
j

ϕ′
j(aj)

= 0

mivel az xrj együtthatója, ami egy legfeljebb tj fokú polinom, az xtj együtthatója 0. Így

ebben az esetben az egész szorzat 0 ami éppen az xt1
1 . . . xtn

n együtthatója Q(x1, . . . , xn) =

xr1
1 . . . xrn

n polinomban. Ezzel kész vagyunk.

Alkalmazásként belátjuk Dyson sejtését valamint q-analóg általánośıtását.

2.4.2 Tétel. (Dyson sejtés, Gunson and Wilson egymástol függetlenül bizonýıtották.) A∏
1≤i̸=j≤n

(
1− xi

xj

)ai

kifejezés konstans tagja
(a1 + a2 + · · ·+ an)!

a1! . . . an!
.

Amint emĺıtettük mi igazából egy általánośıtását, pontosabban q-analógját fogjuk

bizonýıtani.

2.4.3 Tétel. (Andrews sejtés, Zeilberger és Bressoud bizonýıtották.) Legyen q rögźıtett

és legyen

(t)k = (1− t)(1− tq) . . . (1− tqk−1).

Ekkor a ∏
1≤i<j≤n

(
xi

xj

)
ai

(
q
xj

xi

)
aj

kifejezés konstans tagja éppen
(q)a1+a2+···+an

(q)a1 . . . (q)an
.

Mielőtt elkezdenénk 2.4.3 tételt bizonýıtani lássuk, hogy viszonyulnak egymáshoz

valamint a kombinatorikus nullstellensatzhoz.

Vegyük észre, hogy∏
1≤i̸=j≤n

(
1− xi

xj

)ai

=
∏

1≤i<j≤n

(
1− xi

xj

)ai (
1− xj

xi

)aj

=
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=
1

xm1
1 . . . xmn

n

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)
ai(xi − xj)

aj ,

ahol mi =
∑n

k=1 ak − ai. Vezessük be a következő jelölést: σ =
∑n

k=1 ak. Ekkor a Dyson

sejtés ekvivalens azzal az álĺıtással, hogy az xσ−a1
1 . . . xσ−an

n együtthatója a∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)
ai(xj − xi)

aj

polinomban éppen
(a1 + a2 + · · ·+ an)!

a1! . . . an!
.

Másreszt ∏
1≤i<j≤n

(
xi

xj

)
ai

(
q
xj

xi

)
aj

=

=
∏

1≤i<j≤n

(
1− xi

xj

)(
1− q

xi

xj

)
. . .

(
1− qai−1 xi

xj

)
·
(
1− q

xj

xi

)
. . .

(
1− qaj

xj

xi

)
=

=
1

xσ−a1
1 . . . xσ−an

n

∏
1≤i<j≤n

(xj−xi)(xj−qxi) . . . (xj−qai−1xi)·(xi−qxj)(xi−q2xj) . . . (xi−qajxj).

Andrews sejtése tehát ekvivalens azzal, hogy xσ−a1
1 . . . xσ−an

n tag együtthatója a∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)(xj − qxi) . . . (xj − qai−1xi) · (xi − qxj)(xi − q2xj) . . . (xi − qajxj)

polinomban éppen
(q)a1+a2+···+an

(q)a1 . . . (q)an
=

(a1 + · · ·+ an)q!

(a1)q! . . . (an)q!

mivel

(q)m = (1− q)m(1 + q)(1 + q + q2) . . . (1 + q + q2 + · · ·+ qm−1).

Ha q = 1-et helyetteśıtünk ebbe a kifejezésbe éppen a Dyson sejtést kapjuk.

Kezdjük el bizonýıtani a 2.4.3 tételt. A következő bizonýıtás Károlyi Gyulától és

Nagy Zoltántól származik. Tekintsük megint az

F (x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

ai−1∏
t=0

(xj − qtxi)

aj∏
t=1

(xi − qtxj)

polinomot. A kvantitativ nullstellensatz szerint az xσ−a1
1 . . . xσ−an

n tag együtthatója F (x1, . . . , xn)-

ben éppen ∑
r1∈A1

· · ·
∑

rn∈An

F (r1, . . . , rn)

ϕ′
1(r1) . . . ϕ

′
n(rn)

,

ahol ϕ′
i a ϕi deriváltja, ahol Ai halmaz mérete σ − ai + 1, és ϕi(x) =

∏
r∈Ai

(x − r). A

trükk éppen az Ai halmazok megválasztásában rejlik.
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2.4.4 Lemma. Legyen Ai = {1, q, q2, . . . , qσ−ai}. Ekkor F (r1, . . . , rn) = 0 minden

(r1, . . . , rn) ∈ A1 × A2 × · · · × An esetén kivéve ha rk = qσk , ahol σk =
∑k−1

j=0 aj.

2.4.5 Megjegyzés. Vegyük észre, hogy σ1 = 0, σ2 = a1 és σn+1 = σ.

Bizonýıtás. Legyen ri = qαi . Vegyük észre, hogy F (r1, . . . , rn) = 0 ha valamely i < j az

teljesül, hogy

0 ≤ αj − αi ≤ ai − 1

vagy

1 ≤ αi − αj ≤ aj.

Ezt úgy is lehet fogalmazni, hogy ha F (r1, . . . , rn) ̸= 0 akkor ha αk ≥ αm akkor αk−αm ≥
am és ha m < k akkor az egyenlőtlenségben nem állhat egyenlőség.

Tehát tegyük fel, hogy valamely π permutaciójára az 1, 2, . . . , n számoknak azt kapjuk,

hogy

απ(1) < απ(2) < · · · < απ(n).

Ekkor

σ − aπ(n) =
n−1∑
j=1

aπ(j) ≤
n∑

j=2

(απ(j) − απ(j−1)) = απ(n) − απ(1) ≤ απ(n) ≤ σ − aπ(n).

Mindenhol egyenlőségnek kell állnia, ami azt jelenti, hogy (i) απ(1) = 0 (ii) aπ(j) = απ(j)−
απ(j−1) minden j = 2, . . . , n esetén. Vegyük észre, hogy az utolsó egyenlőtlenségben csak

akkor állhat egyenlőség ha π(j) > π(j − 1). Tehát π az identitás permutáció. Továbbá

mivel α1 = 0 és αj − αj−1 = aj−1, azt kapjuk, hogy αj = σj.

Tehát az xσ−a1
1 . . . xσ−an

n együtthatója F (x1, . . . , xn)-ben éppen

F (qσ1 , . . . , qσn)

ϕ′
1(q

σ1) . . . ϕ′
n(q

σn)
,

ahol ϕ′
i a ϕi deriváltja, ahol ϕi(x) =

∏σ−ai
t=0 (x − qt). Most vegyünk egy mély levegőt és

kezdjünk el számolni:

F (qσ1 , . . . , qσn) =
∏

1≤i<j≤n

(
ai−1∏
t=0

(qσj − qσi+t)

aj∏
t=1

(qσi − qσj+t)

)
=

= (−1)uqv
∏

1≤i<j≤n

(q)σj−σi

(q)σj−σi+1

·
(q)σj+1−σi

(q)σj−σi

= (−1)uqv
∏

1≤i<j≤n

(q)σj+1−σi

(q)σj−σi+1

,

ahol

u =
∑

1≤i<j≤n

ai =
n∑

i=1

(n− i)ai,
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és

v =
∑

1≤i<j≤n

(
ai−1∑
t=0

(σi + t) +

aj∑
t=1

σi

)
=

∑
1≤i<j≤n

((
σi+1

2

)
−
(
σi

2

)
+ ajσi

)
=

=
n+1∑
i=2

(
σi

2

)
+

n∑
i=1

σi(σ − σi+1).

Tekintsük a ∏
1≤i<j≤n

(q)σj+1−σi

(q)σj−σi+1

szorzatot. Nezzük meg mely indexeknél nem üti ki egymást a számláló és a nevező. Az

index σi − σ1, ahol i 3-tol n + 1-ig megy csak a számlálóban jelenik meg, a nevezőben

nem. (Vegyük észre, hogy σ1 = 0, ı́gy σi − σ1 = σi, mı́g σn+1 = σ.) Hasonlóan σn+1 − σi,

ahol i 2-től n-ig fut csak a számlálóban jelenik meg. Másrészt a σi+1 − σi tagok, ahol i

2-től n− 1-ig fut csak a nevezőben jelenik meg. Hasonlóan σi − σi = 0 csak a nevezőben

jelenik meg, de mivel (q)0 = 1 ı́gy ez nem számı́t. Minden más kiegyszerűsödik. Tehát

∏
1≤i<j≤n

(q)σj+1−σi

(q)σj−σi+1

=
n+1∏
i=3

(q)σi

n−1∏
i=2

(q)σn+1−σi

n−1∏
i=2

1

(q)σi+1−σi

.

Most tekintsük a ϕ′
i(q

σi) tagot:

ϕ′
i(q

σi) =

σi−1∏
t=0

(qσi − qt)

σ−ai∏
t=σi+1

(qσi − qt) = (−1)σiqτi(q)σi
(q)σ−σi+1

,

ahol

τi =

(
σ

2

)
+ σi(σ − σi+1).

Tehát u =
∑n

i=1(n− i)ai =
∑n

i=1 σi and v =
∑n

i=1

((
σ
2

)
+ σi(σ − σi+1)

)
. Tehát

F (qσ1 , . . . , qσn)

ϕ′
1(q

σ1) . . . ϕ′
n(q

σn)
=

∏n+1
i=3 (q)σi

∏n−1
i=2 (q)σn+1−σi

∏n−1
i=2

1
(q)σi+1−σi∏n

i=1((q)σi
(q)σ−σi+1

)
.

Mivel σn+1 = σ azt kapjuk, hogy

F (qσ1 , . . . , qσn)

ϕ′
1(q

σ1) . . . ϕ′
n(q

σn)
=

(q)σ

(q)σ2(
∏n−1

i=2 (q)σi+1−σi
)(q)σn+1−σn

=

=
(q)a1+a2+···+an

(q)a1
∏n−1

i=2 (q)ai(q)an
=

(q)a1+a2+···+an∏n
i=1(q)ai

Kész vagyunk!
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3. Valósźınűségi módszer

3.1 Bevezetés

A matematikában igen gyakran szembesülünk azzal a problémával, hogy azt kell igazol-

nunk, hogy létezik egy bizonyos P tulajdonságú S struktúra. Az esetek nagy részében

ekkor úgy járunk el, hogy megkonstruáljuk ezt az S struktúrát. Sajnos azonban ez

az út nem mindig járható, néha csak egzisztencia bizonýıtást tudunk adni az adott

struktúra létezésére vagyis a létezésén ḱıvűl nem sok mindent tudunk mondani. Az egyik

legáltalánosabban használható módszer dolgok létezésének a bizonýıtására a valósźınűségi

módszer. Ilyenkor azt mutatjuk meg, hogy egy alkalmasan választott valósźınűségi térben

pozit́ıv valósźınűséggel lesz az S struktúra P tulajdonságú.

Ebben a fejezetben ennek a gondolatnak a legegyszerűbb változatait tekintjük. Az

első megközeĺıtes egyszerűen az unió becslésen fog alapulni. Egy ici-picit trükkösebb

verzió az úgynevezett várhatóérték módszer. Majd ezt tovább fejlesztjük: változtatott

várhatoérték módszer. Végül az úgynevezett második momentummódszert fogjuk használni

random gráfok küszöbfüggvényének vizsgálatára.

Ez a módszer meglehetősen egyszerűnek tűnik, de a valóságban két egymással összefüggő

dolog okozhatja a problémát. Az első dolog, hogy az embernek eszébe kell jutnia, hogy

ezt a módszert alkalmazza és felejtse el a konstrukciót. A második pedig a valósźınűségi

tér megkonstruálása lehet nagyon trükkös. Az alábbiakban lássunk néhány példát, ezek

között lesz nagyon triviális és lesz meglehetősen trükkös is.

Végezetül szeretném mindenkinek a figyelmébe ajánlani Noga Alon és Joel Spencer

The Probabilistic Method ćımű könyvét. Ez egy nagyon szépen meǵırt könyv, ezen

jegyzetben szereplő összes álĺıtás megtalálható ebben a könyvben és még sok további

szép alkalmazása a valósźınűségi módszernek.

3.2 Alapok

Ebben a részben összegyüjtöttünk néhány jelölést és egyszerű becslést.

Az X valósźınűségi változó várható értéke
∫
Ω
XdP . Ha X csak nemnegat́ıv egészeket
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vesz fel akkor

EX =
∞∑
k=0

kP(X = k).

A szórásnegyzete egy X valósźınűségi változónak

Var(X) = E(X − EX)2 = EX2 − (EX)2.

Az X és Y valósźınűségi változók kovarianciaja

Cov(X, Y ) = E(XY )− EX · EY.

Ha X = X1 +X2 + · · ·+Xn akkor

Var(X) =
n∑

i=1

Var(Xi) +
∑
i ̸=j

Cov(Xi, Xj).

3.2.1 Hasznos egyenlőtlenségek

3.2.1 Álĺıtás. Minden x ∈ R esetén 1 + x ≤ ex.

Bizonýıtás. Ha x > 0 akkor

1 + x ≤
∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

Ha x ≤ −1 akkor az álĺıtás triviális. Ha −1 ≤ x ≤ 0, akkor legyen y = −x ≥ 0. Ekkor

1

1− y
=

∞∑
k=0

yk ≥
∞∑
k=0

yk

k!
= ey.

Tehát ex = e−y ≥ 1− y = 1 + x.

3.2.2 Álĺıtás. A következő egyenlőtlenség fennáll(
n

k

)
≤
(en
k

)k
.

Bizonýıtás. Mivel
(
n
k

)
≤ nk

k!
, elég bizonýıtani, hogy k! ≥

(
k
e

)k
. Ez valóban igaz:

ek ≥
k−1∏
j=1

(
1 +

1

j

)j

=
k−1∏
j=1

(j + 1)j

jj
=

kk−1

(k − 1)!
=

kk

k!
.
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3.2.2 Alap egyenlőtlenségek valósźınűségszámı́tásban

Itt néhány egyszerű egyenlőtlenségre emlékeztetünk.

3.2.3 Álĺıtás (Unió becslés).

P

(
m∪
i=1

Ai

)
≤

m∑
i=1

P(Ai).

3.2.4 Tétel (Markov egyenlőtlenség). Legyen X nemnegat́ıv valósźınűségi változó, legyen

EX > 0. Ekkor tetszőleges pozit́ıv λ esetén

P(X ≥ λ) ≤ EX
λ

.

Bizonýıtás.

EX =

∫
XdP ≥

∫
{X≥λ}

XdP ≥
∫
{X≥λ}

λdP = λP(X ≥ λ).

Ennek egyszerű következménye a Csebisev egyenlőtlenség.

3.2.5 Tétel (Csebisev egyenlőtlenség). Legyen X valósźınűségi változó, legyen EX = µ,

Var(X) = σ2. Ekkor

P(|X − µ| ≥ λσ) ≤ 1

λ2
.

Bizonýıtás. Alkalmazzuk a Markov egyenlőtlenséget Y = (X − µ)2-re. Ekkor EY =

Var(X) = σ2 definició szerint.

P(|X − µ| ≥ λσ) = P(Y ≥ λ2σ2) ≤ EY
λ2σ2

=
1

λ2
.

⋆ ⋆ ⋆

Mi kombinatorikus tételeket szeretnénk bizonýıtani, ı́gy eleg gyakran a vizsgált X

valósźınűségi változo nemnegat́ıv egész értékeket fog felvenni. Valójában nagyon gyakran

a kombinatorikus álĺıtás leford́ıtható arra, hogy egy bizonyos valósźınűségi változó a 0

értéket veszi fel. Ez motiválja, hogy összeszedjunk néhány becslést P(X = 0) valósźınűségre

vonatkozóan.

3.2.6 Tétel. Ha X valósźınűségi változó csak nemnegat́ıv egész értékeket vesz fel, akkor

P(X = 0) ≥ 1− EX.
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Bizonýıtás. Valóban

P(X > 0) =
∞∑
k=1

P(X = k) ≤
∞∑
k=0

kP(X = k) = EX,

vagyis,

P(X = 0) ≥ 1− EX.

Ebből következik peldául, hogy ha Xn valósźınűségi változók egy sorozatára teljesül,

hogy limn→∞ EXn = 0 akkor

lim
n→∞

P(Xn = 0) = 1.

Ugyanakkor a EXn → ∞ nem garantálja, hogy

lim
n→∞

P(Xn = 0) = 0.

Ahhoz, hogy ilyen álĺıtást tudjunk kimondani, ahhoz szükségünk lesz az Xn valósźınűségi

változók szórásnégyzetére is.

3.2.7 Tétel.

P(X = 0) ≤ Var(X)

(EX)2
.

Bizonýıtás. Használjuk a Csebisev egyenlőtlenséget:

P(X = 0) ≤ P(|X − EX| ≥ EX) ≤ Var(X)

(EX)2
.

3.2.8 Megjegyzés. Egy nemnegat́ıv valósźınűségi változóra a fenti egyenlótlenség erőśıthető

a következőképpen:

P(X = 0) ≤ Var(X)

E(X2)
.

Mivel E(X2) ≥ (EX)2, ez valoban erősebb egyenlőtlenség. Ennek bizonýıtása a Cauchy–

Schwarz egyszerű alkalmazása: legyen A = {ω | X(ω) > 0}, ekkor(∫
A

XdP

)2

≤
(∫

A

1dP

)(∫
A

X2dP

)
,

vagyis

(EX)2 ≤ (1− P(X = 0))(E(X2)).

Némi algebrai átalakítás után kapjuk, hogy

P(X = 0) ≤ Var(X)

E(X2)
.
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A 3.2.7 tételből következik, hogy ha limn→∞
Var(Xn)
(EXn)2

= 0 akkor

lim
n→∞

P(Xn = 0) = 0.

Azt is láthatjuk, hogy ha Var(Xn) = o((EXn)
2) akkor Xn az EXn várhatóértékere kon-

centrálódik, ezt a következőképpen jelöljük: Xn ∼ EXn.

3.3 Egzisztencia tételek

Ebben a részben a legegyszerűbb alkalmazásait adjuk a valósźınűségi módszernek ahol

csak az unió becslésre lesz szükségünk (3.2.3 tétel).

3.3.1 Diagonális Ramsey-számok

Emlékeztető: az R(r, b) Ramsey-szám a legkisebb n szám, melyre bárhogyan sźınezzük a

Kn teljes gráf éleit piros és kék sźınnel lesz benne egy teljes piros Kr-es vagy egy teljes

kék Kb. A defińıcióból következik, hogy n = R(r, b)−1 esetén van a Kn-nek egy piros-kék

sźınezése piros Kr és kek Kb nélkül.

3.3.1 Tétel. Az n, k pozit́ıv egészekre teljesül, hogy
(
n
k

)
21−(

k
2) < 1. Ekkor R(k, k) > n.

Speciálisan R(k, k) > ⌊2k/2⌋ ha k ≥ 3.

Bizonýıtás. Azt kell megmutatnunk, hogy létezik Kn-nek olyan sźınézese, amely nem

tartalmaz sem piros, sem kék Kk-t. Sźınezzünk minden élet 1/2 − 1/2 valósźınűséggel

kékre illetve pirosra. Becsüljük annak a valósźınűségét, hogy a sźınezés rossz vagyis

létezik kék vagy piros Kk. Legyen S ⊂ V (G), melyre |S| = k, továbbá legyen AS az az

esemény, hogy az S által fesźıtett részgráf minden éle kék vagy piros. Ekkor

P(sźınezés rossz) ≤
∑
|S|=k

P(AS) =

(
n

k

)
2

2(
k
2)
.

A feltétel szerint
(
n
k

)
21−(

k
2) < 1, ı́gy annak a valósźınűsége, hogy a sźınezés jó pozit́ıv.

Megmutatjuk, hogy k ≥ 3 esetén n = ⌊2k/2⌋ értékre teljesül a feltétel. Valóban,(
n

k

)
21−(

k
2) <

nk

k!
21−(

k
2) ≤ 2k

2/2

k!
21−(

k
2) =

2(k+2)/2

k!
< 1.

ha k ≥ 3.
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3.3.2 Tournamentek

3.3.2 Defińıció. Egy teljes iránýıtott gráfot tournamentnek h́ıvunk. Egy D tourna-

mentet k-domináltnak h́ıvunk ha tetszőleges v1, . . . , vk csúcsok esetén létezik egy u csúcs,

melyre (u, vi) ∈ E(D) minden i = 1, . . . , k esetén.

3.3.3 Tétel (Erdős [9]). Elég nagy n-re létezik k-dominált tournament n csúcson.

Bizonýıtás. Iránýıtsuk Kn teljes gráf minden élet 1/2 − 1/2 valósźınűséggel valame-

lyik irányba egymástól függetlenül. Annak az esélye, hogy adott v1, . . . , vk csúcsokra

nem létezik u csúcs, hogy (u, vi) ∈ E(D) minden i-re (1 − 1/2k)n−k. Tehát annak a

valósźınűsége, hogy az iránýıtás rossz legfeljebb(
n

k

)(
1− 1

2k

)n−k

.

Egy kis számolás mutatja, hogy ha n
lnn

> k2k akkor ez kisebb, mint 1. Ez nagy k esetén

teljesül ha n > k22k. Tehát pozit́ıv valósźınűséggel létezik k-dominált tournament n

csúcson.

3.3.4 Megjegyzés. Felhasználva az 1 + x < ex becslést a fent emĺıtett számolás a

következőképpen végezhető el:(
n

k

)(
1− 1

2k

)n−k

≤ nk

k!
exp

(
− 1

2k
(n− k)

)
≤ 1

k!
exp

(
k

2k

)
· exp

(
k lnn− n

2k

)
≤ e

k!
exp

(
k lnn− n

2k

)
≤ e

k!
< 1

ha n
lnn

> k2k.

3.4 Várhatóérték módszer

Az előző részben azt láttuk, hogyan mutassuk meg, hogy egy adott S struktúra létezik

pusztán az unió becslést használva. Most egy másik nagyon egyszerű módszert tanulmányozunk.

Ez a várhatóérték módszer. Nagyon gyakran azt kell igazolnunk, hogy van egy olyan S

struktúra, aminek egy f(S) paramétere legalább ρ értékű. Ha találunk egy valósźınűségi

teret, amelyben egy véletlenül választott S strukturára éppen ρ az f(S) várható értéke

akkor pozit́ıv valósźınűséggel f(S) ≥ ρ és persze pozit́ıv valósźınűséggel f(S) ≤ ρ.

3.4.1 Tétel ([3]). Adott egy n csúcsú és e(G) élű G gráf. Ekkor van G-nek olyan páros

H részgráfja amelynek legalább e(G)/2 éle van.
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Bizonýıtás. A tétel álĺıtása úgy is újrafogalmazható, hogy adjuk meg G-nek egy (A, V \A)
vágásat, hogy a keresztbe menő élek száma (e(A, V \ A)) legalább e/2 legyen, ahol e =

e(G).

Egy v ∈ V (G) csúcsot tegyünk 1/2 valósźınűséggel A-ba és 1/2 valósźınűséggel V \
A-ba. (Tehát definiáltuk a valósźınűségi teret, választottunk egy véletlen A halmazt.)

Legyen

X = e(A, V \ A)

valósźınűségi változó. Nekünk azt kell megmutatni, hogy pozit́ıv valószinűséggel X ≥
e/2. Ehhez elég megmutatni, hogy EX = e/2. Ez valóban ı́gy van: minden f ∈ E(G)

élre legyen Xf az az indikátor valósźınűségi változó, amely 1 ha f az (A, V \A) vágásban
van és 0 ha nem. Ekkor

X =
∑

f∈E(G)

Xf .

Így a várható érték lineaŕıtása miatt

EX = E

 ∑
f∈E(G)

Xf

 =
∑

f∈E(G)

EXf .

(Figyelem, itt nem kell a valósźınűségi változóknak függetlennek lennie.) Másrészt min-

den f ∈ E(G) esetén EXf = 1/2 ugyanis az f él két végpontja 1/2 valósźınűséggel

van ugyanabban a kupacban és 1/2 valósźınűséggel különböző kupacokban vagyis 1/2

valósźınűséggel Xf = 1 és 1/2 valósźınűséggel 0. Tehát

EX =
∑

f∈E(G)

EXf =
∑

f∈E(G)

1

2
=

1

2
e(G).

Ezzel kész vagyunk.

3.4.1 Független halmaz

3.4.2 Tétel. Legyen G gráf csúcsainak fokai d1, . . . , dn. Legyen α(G) a G gráf legnagyobb

független halmazának a mérete. Ekkor

α(G) ≥
n∑

i=1

1

di + 1
.

Bizonýıtás. Vegyük a csúcsoknak egy véletlen π ∈ Sn sorrendjét. Egy adott sorrend-

ben karikázzuk be azon csúcsokat, amelyek megelőzik minden szomszédjukat az adott

sorrendben. Legyen X(π) az a valósźınűségi változó, hogy a π sorrendben hány csúcsot

karikáztunk be. Egy adott v ∈ V (G) csúcs esetén legyen az Xv indikátor valósźınűségi
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változó, hogy a v csúcsot bekarikáztuk-e vagy sem (vagyis 1 ha bekarikáztuk és 0 ha

nem). Ekkor X =
∑

v∈V (G) Xv, ı́gy

EX =
∑

v∈V (G)

EXv.

Adott v ∈ V (G) esetén EXv =
1

dv+1
ugyanis a v csúcs és a szomszédai sorrendje is véletlen

lesz az összes csúcsok sorrendjében, ı́gy annak a valósźınűsége, hogy a v lesz az első csúcs

a (dv + 1) csúcs közül éppen 1
dv+1

. Tehát

EX =
∑

v∈V (G)

EXv =
n∑

i=1

1

di + 1
.

Tehát pozit́ıv valósźınűséggel X legalább ekkora. Másrészt tetszőleges sorrend esetén a

bekarikázott csúcsok független halmazt alkotnak ugyanis ha lenne egy él két bekarikázott

csúcs között akkor a sorrendben hátrébb levőt nem karikáztuk volna be. Tehát

α(G) ≥ EX =
n∑

i=1

1

di + 1
.

Ezzel kész vagyunk.

3.4.3 Megjegyzés. A fenti tételből könnyedén levezethető a Turán-tétel.

3.4.2 Keresztmetszési szám

3.4.4 Tétel (Ajtai-Chvátal-Newborn-Szemerédi [1]; Leighton). Adott G egyszerű gráf n

csúcson e éllel. Legyen X(G) a G gráf keresztezési száma. Ha e ≥ 4n akkor

X(G) ≥ e3

64n2
.

Bizonýıtás. Emlekeztető: egy egyszerű n csúcsú śıkgráfnak legfeljebb 3n− 6 éle van. Így

egy n csúcsú e élű gráfnak legalább e − (3n − 6) élpárja keresztezi egymást (miért?).

Tehát

X(G) ≥ e(G)− 3v(G).

(Itt a +6 nem lesz fontos számunkra.) A trükk az, hogy ezt az egyenlőtlenséget nem az

eredeti gráfra használjuk hanem egy véletlen fesźıtett részgráfjára. Legyen 0 ≤ p ≤ 1

és tekintsük azt a Gp véletlen gráfot, amelyet úgy kapunk, hogy G minden csúcsát p

valósźınűséggel megtartjuk és 1 − p valósźınűséggel kitöröljük. Az élek természetesen a

megtartott csúcsok között mennek. Nézzük meg, hogy Gp-nek várhatóan hány csúcsa,

éle és keresztezése lesz. Nyilván

Ev(Gp) = pv(G) és Ee(Gp) = p2e(G),
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hiszen annak a valósźınűsége, hogy egy csúcs megmarad az p, annak a valósźınűsége, hogy

egy él megmarad (vagyis egyik végpontját sem töröljük ki) p2. Kicsit óvatosabbnak kell

lennünk EX(Gp) kiszámolásával, valójában ezt csak becsülni fogjuk. Kiindulva G egy

optimális lerajzolásából minden keresztezés p4 eséllyel marad meg, ennyi a valósźınűsége

annak, hogy a keresztmetsző élpár egyetlen csúcsat sem töröltük ki. Tehát G optimális

lerajzolásából kiindulva p4X(G) lesz a keresztmetszések számának várható értéke. Vis-

zont lehet, hogy Gp-nek van egy jobb lerajzolása, mint amit G-ből kapnánk, ı́gy mi a

következő egyenlőtlenséget álĺıthatjuk:

EX(Gp) ≤ p4X(G).

Tehát

p4X(G)− p2e(G) + 3pv(G) ≥ EX(Gp)− Ee(Gp) + 3Ev(Gp) =

= E(X(Gp)− e(Gp) + 3v(Gp)) ≥ 0.

Tehát p4X(G)− p2e(G) + 3pv(G) ≥ 0 minden 0 ≤ p ≤ 1 esetén. Válasszuk p-t 4v(G)
e(G)

-nek,

ez a feltételek szerint legfeljebb 1. Ekkor

X(G) ≥ p−2e(G)− 3p−3v(G) =
e(G)3

64v(G)2
.

Ez pedig éppen a bizonýıtandó álĺıtás.

Mivel az előbbi tételnél nem magátol érthetődő, hogy mire jó, ezért nézzük meg egy

következményét. (Utána ennek a következménynek is egy nagyon elegáns következményét

fogjuk látni.)

Adott néhány pont és egyenes a śıkon. A pontok halmaza legyen P , az egyeneseké L.
A pont-egyenes illeszkedések száma éppen az amire az ember gondol:

I(P,L) = |{(P,L) ∈ P × L | P ∈ L}|.

Legyen I(n,m) a maximális illeszkedések száma ha n pont van és m egyenes:

I(n,m) = max
|P|=n,|L|=m

I(P ,L).

Az alábbi tétel I(n,m)-re ad jó becslést.

3.4.5 Tétel (Szemerédi-Trotter [14]).

I(n,m) ≤ 4(m2/3n2/3 +m+ n).

Bizonýıtás. Tekintsük azt a G gráfot, melynek csúcsai a pontok (vagyis P elemei) és két

pont össze van kötve ha egy L-beli egyenesen szomszédos pontok. Ekkor ezen G gráf

csúcsainak a száma n. Nezzük meg, hogy hány éle van. Ha egy egyenesen k pont van
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akkor ez meghatároz k−1 darab élet. Ezt összeadva az összes egyenesre, azt kapjuk, hogy

ezen gráf éleinek száma I(P ,L)−m. Vegül becsülhetjük az X(G) számot: két el metszete

akkor fordulhat elő ha két egyenes metszi egymást, ı́gy legfeljebb
(
m
2

)
a keresztmetszések

száma. Ha e(G) < 4n akkor

I(P ,L) < 4n+m < 4(m2/3n2/3 +m+ n).

Ha e(G) ≥ 4n akkor használhatjuk az előző tételt:(
m

2

)
≥ X(G) ≥ e(G)3

64n2
=

(I(P ,L)−m)3

64n2
.

Így

I(P ,L) ≤ (32m2n2)1/3 +m < 4(m2/3n2/3 +m+ n).

Tehát

I(n,m) ≤ 4(m2/3n2/3 +m+ n).

3.4.6 Megjegyzés. Valójában nagyon keveset használtunk ki abból, hogy egyeneseket

tekintettünk, csak az kellett, hogy két egyenesnek legfeljebb egy metszéspontja van.

Tekinthettünk volna köröket is vagy tetszőleges legfeljebb d fokú śıkgörbéket is, ezeknek is

korlátos sok metszéspontja van. Természetesen a tételben a konstansok romlottak volna,

de egy Od(n
2/3m2/3 + n+m) alakú becslés továbbra is teljesül az illeszkedési számra.

A következőkben egy szép alkalmazását adjuk a Szemerédi-Trotter tételnek. Legyen

A ⊂ R véges halmaz. Legyen

A+ A = {a+ a′ | a, a′ ∈ A}

és

A · A = {a · a′ | a, a′ ∈ A}.

Ha A = {1, 2, . . . , n} akkor A+A = {2, . . . , 2n} vagyis |A+A| = 2n− 1. Ekkor azonban

|A · A| = n2

(logn)α
. Ha A = {1, 2, 22, . . . , 2n−1} akkor |A · A| = 2n − 1, de |A + A| =

(
n
2

)
.

Vagyis az az érzése támad az embernek, hogy az egyik halmaz a kettő közül nagy lesz

akármit csinálunk. Ezt sejtésként is megfogalmazták:

3.4.7 Sejtés (Erdős-Szemerédi). Minden ε > 0 esetén létezik c(ε), hogy tetszőleges

A ⊂ R véges halmaz esetén

|A+ A|+ |A · A| ≥ c(ε)|A|2−ε.

A sejtés bizonýıtásától nagyon messze állunk. A következő eredmény óriási áttörésnek

számı́tott 1997-ben.
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3.4.8 Tétel (Elekes [7]). Legyen A ⊂ R véges halmaz. Ekkor

|A+ A| · |A · A| ≥ c|A|5/2,

speciálisan

|A+ A|+ |A · A| ≥ c′|A|5/4.

Bizonýıtás. Legyen P = {(a, b) |a ∈ A + A, b ∈ A · A}. Ez egy ponthalmaz a śıkon,

melynek mérete |A+ A||A · A|.
Tekintsük azon egyeneseket, melyek a következő alakúak:

ℓa,b = {(x, y) | y = a(x− b)},

ahol a, b ∈ A. Ezen egyenesek halmaza legyen L. Ekkor |L| = |A|2. Minden ilyen

egyenes tartalmaz |A| pontot P -ből: (b + c, ac) ∈ ℓa,b ha c ∈ A. Így I(P,L) ≥ |A|3. A

Szemerédi-Trotter tétel szerint

|A|3 ≤ 4((|A+ A| · |A · A|)2/3(|A|2)2/3 + |A+ A| · |A · A|+ |A|2).

Ebből már adódik az álĺıtás kis számolás után.

3.4.9 Megjegyzés. Jelenleg a csúcs eredmény Solymosi József [12] nevéhez fűződik:

|A+ A|+ |A · A| ≥ c(ε)|A|4/3−ε.

3.5 Változtatott véletlen

Ebben a részben az úgynevezett változtatott véletlen módszert vizsgáljuk. Ez egy kicsit

trükkosebb, mint a várhatóérték módszer. Itt a véletlenül választott S struktúra még

nem lesz jó, de csak kicsit lesz hibás, ı́gy azt még meg tudjuk jav́ıtani. Ez a gyakorlatban

úgy működik, hogy f(.) valamilyen módon éppen azt fogja mutatni, hogy mennyire rossz

a struktúra (illetve ha adott egy f(.) paraméter akkor késźıtünk egy f ′(.) paramétert ami

egyszerre nézi f(.)-t és a hiba mértékét). Így ha ennek kicsi a várható értéke akkor pozit́ıv

valósźınűséggel létezik kicsit hibás struktúra amit aztán megjav́ıthatunk. A példák után

világos lesz hogyan működik a módszer.

3.5.1 Független halmazok gráfokban és hipergráfokban

3.5.1 Tétel. Legyen H egy r-uniform hipergráf n csúcson e(H) éllel. Tegyük fel, hogy

n ≤ 2e. Ekkor létezik egy S ⊆ V (H) halmaz, amely nem fesźıt élet és

|S| ≥ 1

2

(
n

2e(H)

)1/(r−1)

n.
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Bizonýıtás. Legyen T a csúcsoknak egy véletlen részhalmaza, amelyet a következőképpen

választunk: minden csúcsot p valósźınűséggel T -be teszünk egymástól függetlenül. A p

valósźınűséget később fogjuk megválasztani.

Ekkor E|T | = pn és a T által fesźıtett élek számára fennáll, hogy E(e(T )) = pre(H).

Ekkor

E(|T | − e(T )) = pn− pre(H).

Legyen

p = p0 =

(
n

2e(H)

)1/(r−1)

.

Ekkor p0n− pr0e(H) = p0n/2. Tehát

E(|T | − e(T )) =
1

2
p0n.

Tehát létezik egy T halmaz, melyre |T | − e(T ) ≥ 1
2
p0n. Legyen S ⊆ T az a halmaz,

amelyet úgy kapunk T -ből, hogy minden T által fesźıtett élről elhagyunk egy csúcsot.

Ekkor S nem fesźıt élet és

|S| ≥ |T | − e(T ) ≥ 1

2
p0n =

1

2

(
n

2e(H)

)1/(r−1)

n.

3.5.2 Megjegyzés. Gráfok esetén vagyis az r = 2 esetben a fenti tétel azt mondja, hogy

α(G) ≥ n2

4e(G)
.

Ez gyengébb, mint a

α(G) ≥
n∑

i=1

1

di + 1

becslés, amit korábban kaptunk.

Kicsit ügyesebben is választhattuk volna p-t ha egyszerűen úgy választjuk, hogy

maxmimalizálja a pn− pre(H) kifejezést. Ekkor a

α(H) ≥ r − 1

r

(
n

re(H)

)1/(r−1)

n.

becslést kaptuk volna.

3.5.2 Ramsey-számok újra

3.5.3 Tétel ([3]). Minden n és k eseten R(k, k) > n−
(
n
k

)
21−(

k
2).
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Bizonýıtás. Sźınezzük a Kn teljes graf éleit 1/2 − 1/2 valósźınűséggel kékre és pirosra

egymástol függetlenül. Legyen X a monokromatikus Kk részgráfok száma. Ekkor

EX =

(
n

k

)
21−(

k
2).

Tehát létezik egy sźınezés ahol a monokromatikus Kk részgráfok száma legfeljebb ennyi.

Most töröljünk minden monokromatikus Kk részgráfból egy-egy csúcsot. Ekkor a csúcsok

szama legalább n −
(
n
k

)
21−(

k
2) és a kapott gráfban nincs monokromatikus Kk. Tehát

R(k, k) > n−
(
n
k

)
21−(

k
2).

3.5.4 Megjegyzés. Prećız analiźıssel azt kapjuk, hogy a fenti tétel a

R(k, k) ≥ 1

e
(1 + o(1))k2k/2

becslést adja, mı́g a korábbi tétel csak a

R(k, k) ≥ 1√
2e

(1 + o(1))k2k/2

becslést adja. További jav́ıtás kapható a Lovász lokál lemma alkalmazásával:

R(k, k) ≥
√
2

e
(1 + o(1))k2k/2.

3.5.3 Domináló halmazok gráfokban

3.5.5 Tétel ([3]). Legyen G = (V,E) egy gráf n csúcson δ > 1 minimális fokszámmal.

Ekkor létezik egy domináló halmaz, melynek mérete legfeljebb

n
1 + ln(δ + 1)

δ + 1
.

(Egy U halmaz a G gráf domináló halmaza ha minden v ∈ V \ U csúcsnak létezik egy u

szomszédja U-ban.)

Bizonýıtás. A stratégia a következő: választunk egy S véletlen halmazt és legyen T =

T (S) azon csúcsok halmaza, amelyek maguk sincsenek S-ben és semely szomszédjuk

sincsen S-ben. Ekkor S∪T egy dominaló halmaz. Válasszuk S-t a következőképpen: egy

v csúcsot tegyünk S-be p valósźınűséggel függetlenül a többi csúcstól. A p valósźınűséget

később fogjuk megválasztani. Ekkor tetszőleges v ∈ V csúcsra

P(v ∈ T ) = (1− p)1+d(v) ≤ (1− p)1+δ ≤ e−p(δ+1)

mivel sem v, sem szomszédjai nincsenek S-ben. Ekkor

E(|S|+ |T |) = E|S|+ E|T | ≤ n(p+ e−p(δ+1)).
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Legyen

p =
ln(δ + 1)

δ + 1
.

Ekkor

E(|S|+ |T |) ≤ n(p+ e−p(δ+1)) =
n(1 + ln(δ + 1))

δ + 1
.

Tehát pozit́ıv valósźınűséggel létezik egy legfeljebb ekkora méretű domináló halmaz.

3.5.4 Gráfok nagy kromatikus számmal és kerülettel

3.5.6 Tétel (Erdős [8]). Tetszőleges (k, ℓ) számpárra létezik olyan G gráf, melynek kro-

matikus száma legalább k és a legrövidebb kör hossza nagyobb, mint ℓ.

Bizonýıtás. Legyen G(n, p) az a véletlen gráf, amlynek n csúcsa van és minden csúcspárt

egymástól függetlenül p = p(n) valósźınűséggel beválasztjuk a gráf élei közé és 1 − p

valósźınűséggel nem. Ebben a bizonýıtásban legyen p = n−α, ahol α ≥ 0 később

megválasztandó paraméter. Először is becsüljuk az ℓ-nél rövidebb körök számát. Egy

adott v1v2 . . . vr csúcsok akkor alkotnak kört ha vivi+1 (r+1 = 1) mindegyike él, ennek a

valósźınűsége pr. Nyilván a v1v2 . . . vr csúcssorozatot n(n− 1) . . . (n− r + 1) féleképpen

választhatjuk ki, csak arra kell figyelni, hogy ugyanezt a kört megszámoltuk 2r-szer (elfor-

gatva és tükrözve). Legyen X a legfeljebb ℓ hosszú körök száma egy véletlen gráfban és

X(v1 . . . vr) (r ≤ ℓ) az az indikátor valósźınűségi változó, hogy v1 . . . vr egy kör alkot vagy

sem. Így

X =
∑

r, v1...vr

X(v1 . . . vr).

Tehát

EX =
∑

r, v1...vr

EX(v1 . . . vr) =

ℓ∑
r=3

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

2r
pr ≤

ℓ∑
r=3

(np)r

2r
.

Legyen M =
∑ℓ

r=3
(np)r

2r
. Tegyük fel, hogy p megfelelő megválasztásával M -t kicsinek

tudjuk választani, ekkor pozit́ıv valósźınűséggel a legfeljebb ℓ hosszú körök száma legfel-

jebb M lesz, ı́gy mindegyik ilyen körröl kidobva egy csúcsot kapunk egy legalább n −
M csúcsú gráfot amiben nincs legfeljebb ℓ hosszú kör. Valójában nekünk egy kicsit

ügyesebbnek kell lenni: az kell nekünk, hogy nagy valósźınűsége legyen annak, hogy

kevés legfeljebb ℓ hosszú kör legyen. Szerencsére ezt azonnal megkapjuk: legalább 1/2

valósźınűséggel a legfeljebb ℓ hosszú körök száma legfeljebb 2M . (Persze, ha több, mint

1/2 valósźınűséggel a legfeljebb ℓ hosszú körök száma legalább 2M , akkor a várható érték

nagyobb lenne M -nél.)
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Mielőtt rátérnénk p megválasztására nézzük meg, hogyan becsülhatő a G gráf χ(G)

kromatikus száma. Itt azt az egyszerű észrevételt teszük, hogy

χ(G) ≥ n

α(G)
,

ugyanis minden sźınosztály független halmazt fesźıt, ı́gy méretük legfeljebb α(G) méretű.

Tehát ahhoz, hogy χ(G) nagy legyen, elég biztośıtani, hogy α(G) kicsi legyen. Becsüljük

annak a valósźınűségét, hogy α(G) ≥ s. Egy s méretű S halmazra legyen AS az az

esemény, hogy S nem fesźıt élet. Ekkor

P(α(G) ≥ s) ≤
∑
|S|=s

P(AS) =

(
n

s

)
(1− p)(

s
2) ≤ ns(1− p)(

s
2) ≤ (ne−p(s−1)/2)s.

(Az utolsó lépésben azt használtuk, hogy 1 + x ≤ ex teljesül minden x valós számra, ez

egy meglehetősen standard becslés ami nem is rossz ha x kicsi.) Most mar látható, hogy

mit kell szem előtt tartanunk: legyen M kicsi (konkrétan o(n)), amihez az kell, hogy p

kicsi legyen, másrészt legyen s nem túl nagy, de nep(s−1)/2 < 1. Ez könnyedén elérhetjük,

legyen p = nθ−1 ahol θ = 1
2ℓ

és s = ⌈3
p
log n⌉. Ekkor

M =
ℓ∑

r=3

(np)r

2r
≤ nθℓ

ℓ∑
r=3

1

2r
≤ n1/2 log n ≤ n

4

ha n elég nagy. Mı́g

P(α(G) ≥ s) ≤ (ne−p(s−1)/2)s ≤ 1/4

ha n elég nagy. Mivel P(X ≥ 2M) ≤ 1/2 és P(α(G) ≥ s) ≤ 1/4, ezért pozit́ıv

valósźınűséggel létezik egy gráf, melyben a legfeljebb ℓ hosszú körök száma kevesebb,

mint n/2 és α(G) ≤ s. Most dobjunk ki minden legfeljebb ℓ hosszú körről 1 pontot és

legyen G∗ a kapott gráf. Ekkor a G∗ gráfnak legalább n/2 csúcsa van és nincs benne

legfeljebb ℓ hosszú kör. Továbbá mivel α(G∗) ≤ α(G) (hiszen G∗ fesźıtett részgráfja

G-nek) ı́gy

χ(G∗) ≥ |V (G∗)|
α(G∗)

≥ n/2

3n1−θ log n
=

nθ

6 log n
.

Ha n elég nagy akkor ez nagyobb, mint k. Ezzel kész vagyunk.

3.6 Második momentum módszer

Az előző részekben az unió becslést és a várhatóérték módszert használtuk. Ezek a

módszerek nagyon hatékonyak mivel nem igényelnek semmilyen információt a valósźınűsegi

változók kapcsolatáról.

Ebben a részben a második momentum módszerrel ismerkedünk meg, ami nagyjából

annyit tesz, hogy a Csebisev-egyenlőtlenséget fogjuk használni. Látni fogjuk, hogy le-

galábbis részben szükségünk lesz arra, hogy valamit mondjunk a valósźınűségi változók

egymástól való függéséről. Általában viszont elég gyenge becslések elegendőek lesznek.
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Ez a rész Noga Alon és Joel Spencer The Probabilistic Method ćımű könyvének

megfelelő fejezetén alapszik.

Fő célunk random gráfok küszöbfüggvényeinek vizsgálata lesz. Ezt a témát Erdős

és Rényi [10] kezdeményezte On the evolution of random graphs, Magyar Tud. Akad.

Mat. Kutató Int. Közl. 5 (1960), 17-61 cikkükben. Minden ami itt szerepel és még

sok minden más, megtalálható ezen cikkükben. Ezen cikk megtalálható az interneten

szkennelt formában.

3.6.1 Általános megközeĺıtés

A 3.2 részből tudjuk, hogy ha egy nemnegat́ıv X valósźınűségi változó csak egészeket

vesz fel, akkor

1− EX ≤ P(X = 0) ≤ Var(X)

(EX)2
.

Ezt a két egyenlőtlenséget rengetegszer fogjuk használni ebben a részben. Számos alka-

lommal látni fogjuk, hogy egy kombinatorikus tulajdonság megléte ekvivalans azzal, hogy

egy bizonyos valósźınűségi változó 0 értéket vesz fel. Tehát ha EX pici akkor P (X = 0)

nagy és a struktúrának megvan a ḱıvánt tulajdonsága nagy valósźınűséggel. Másrészt

ha Var(X)
(EX)2

kicsi akkor a véletlen struktúrának nagy valósźınűséggel nincs meg a ḱıvánt

tulajdonsága.

Gyakran struktúrák egy sorozatával fogunk foglalkozni, peldául randomG(n, p) gráfok

egy sorozatával. Ebben az esetben X valójában egy Xn eleme lesz a sorozatnak. Az is

meglehetősen általános lesz, hogy Xn feĺırható Xn = X
(n)
1 +X

(n)
2 +· · ·+X

(n)
m alakban, ahol

X
(n)
i indikátor valósźınűségi változók lesznek. Legyen X

(n)
i az A

(n)
i esemény indikátor

valósźınűségi változója. Vezessük be a következő jelölést: i ∼ j ha A
(n)
i és A

(n)
j nem

függetlenek. Érdemes még bevezetni a következő összeget:

∆n =
∑
i∼j

P(A(n)
i ∩ A

(n)
j ).

(Az összegben (i, j) és (j, i) is szerepel!) Ha P(A(n)
i ) = p

(n)
i akkor

Var(X
(n)
i ) = E(X(n)

i )2 − (EX(n)
i )2 = p

(n)
i − (p

(n)
i )2 ≤ p

(n)
i = EX(n)

i .

Továbbá

Cov(X
(n)
i , X

(n)
j ) = E(X(n)

i X
(n)
j )− EX(n)

i · EX(n)
j ≤ E(X(n)

i X
(n)
j ) = P(A(n)

i ∩ A
(n)
j ).
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Felhasználva ezen egyenlőtlenségeket azt kapjuk, hogy

Var(Xn) =
n∑

i=1

Var(X
(n)
i ) + 2

∑
i<j

Cov(X
(n)
i , X

(n)
j )

=
n∑

i=1

Var(X
(n)
i ) +

∑
i∼j

Cov(X
(n)
i , X

(n)
j )

≤
n∑

i=1

EX(n)
i +

∑
i∼j

P(A(n)
i ∩ A

(n)
j )

= EXn +∆n.

Itt felhasználtuk azt, hogy ha i ̸∼ j, vagyisA
(n)
i ésA

(n)
j függetlenek akkor Cov(X

(n)
i , X

(n)
j ) =

0. Tehát

Var(Xn) ≤ EXn +∆n.

Tehát 3.2.7 tételből a következő álĺıtást kapjuk.

3.6.1 Tétel. Tegyük fel, hogy EXn → ∞ és ∆n = o((EXn)
2).

Ekkor P(Xn > 0) → 1.

Érdemes meg egy picit alaḱıtani a ∆n kifejezésen. Sok esetben az X
(n)
1 , . . . , X

(n)
m

valósźınűségi változók szerepe szimmetrikus, vagyis tetszőleges i és j-re van a valósźınűségi

térnek egy automorfizmusa ami az A
(n)
i eseményt az A

(n)
j eseménybe viszi. Ekkor

∆n =
∑
i∼j

P(A(n)
i ∩ A

(n)
j ) =

∑
i

P(A(n)
i )
∑
j∼i

P(A(n)
j | A(n)

i ).

Itt a belső összeg független i-től a szimmetria miatt:

∆∗
n =

∑
j∼i

P(A(n)
j | A(n)

i ).

Tehát

∆n =
∑
i

P(A(n)
i )∆∗

n = ∆∗
n

∑
i

P(A(n)
i ) = ∆∗

nEXn.

Ebben az esetben a következő tételt kapjuk:

3.6.2 Tétel. Tegyük fel, hogy EXn → ∞ és ∆∗
n = o(EXn). Ekkor P(Xn > 0) → 1.

3.6.3 Megjegyzés. (Fontos!) Elég kényelmetlen minden egyes alkalommal kíırni a

.(n) jelölést: X
(n)
i , A

(n)
i , p

(n)
i ... Így az elkövetkezőkben az n jelölést nem tüntetjük fel és

példaul az utolsó álĺıtás ı́gy hangzik: ”Tegyük fel, hogy EX → ∞ és ∆∗ = o(EX). Ekkor

P(X > 0) → 1.” Ez természetesen teljesen értelmetlen ha elfelejtjük, hogy van egy rejtett

n paraméter. Másrészt viszont az n paraméter mindig világos lesz a szövegkörnyezetből.

Peldául ha egy G(n, p(n)) random gráf és X a K4-ek száma, akkor világos lesz, hogy

X = Xn valósźınűségi változó a G(n, p(n)) gráfhoz tartozik.
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3.6.2 Alkalmazás: gráfok megjelenésének küszöbfüggvénye

Legyen G(n, p) az a véletlen gráf n csúcson, amelynek éleit egymástól függetlenül p

valósźınűséggel választjuk be a gráf élei közé. A p valósźınűség függhet n-től, például

elképzelhető, hogy p = p(n) = n−1/2.

Meglepő módon az “összes” G(n, p) gráfot egyszerre láthatjuk a következőképpen.

Minden élre kisorsolunk egy [0, 1] intervallumbeli számot egyenletesen, majd -mintha egy

rádió frekvencia keresőjét elcsavarnánk- egy adott t ∈ [0, 1] állásban elkezdenek viláǵıtani

azok az élek, amelyekre legfeljebb t van ı́rva. Így t = 0-ban (1 valósźınűséggel) teljesen

sötét a gráf, majd ahogy csavarjuk fel a gombot egyre több él kezd viláǵıtani, mire t = 1-

be tekertük a gombot a teljes gráf viláǵıt. A p állásban látjuk G(n, p)-t. Ezt h́ıvják

evoluciónak.

Milyen kérdéseket vizsgálhatunk? Megkérdezhetjük, hogyG(n, p) mekkora valósźınűséggel

tartalmaz Hamilton kört vagy mekkora valósźınűséggel lesz śıkgráf vagy mekkorra valósźınűséggel

lesz 100 sźınnel sźınezhető. Ezek egy-egy n-re meglehetősen bonyolult kérdések és a

válaszok sem szépek. Általában a válasz kicsit elegánsabb ha csak limeszben akarjuk

tudni az igazságot, azaz limP(G(n, p) ∈ P )-re vagyunk kiváncsiak ahol P valamilyen

tulajdonság, pl. hogy van-e Hamilton-köre a gráfnak. Mi azonban még ennél is kevésbé

leszünk ambiciózusak, csak az ún. küszöbfüggvényt fogjuk vizsgálni.

Egy P tulajdonságnak a pt(n) valósźınűség küszöbbfüggvénye ha

lim
n→∞

P(G(n, p(n)) ∈ P ) =

{
1 ha p(n)

pt(n)
→ ∞,

0 ha p(n)
pt(n)

→ 0.

Ha valaminek a valósźınűsége 1-hez tart, akkor némi lazassággal csak annyit mondunk,

hogy az adott esemény (aszimptotikusan) majdnem biztosan teljesül.

A definicióból világos, hogy a küszöbfüggvény nem egy egyértelmű fogalom: ha pt(n)

küszöbfüggvény akkor pl. tetszőleges c konstansra cpt(n) is. A másik dolog, amit a

definició sejtet, hogy a küszöbfüggvényt akkor igazán érdemes viszgálni ha nagyobb p(n)

valósźınűség esetén nagyobb annak az esélye, hogy G(n, p)-nek megvan a P tulajdonsága.

Ez azonnal teljesül ha P monoton növő tulajdonság: ha egy G gráf P tulajdonságú

akkor élek hozzávételével továbbra is P tulajdonságú marad. Például ha egy G gráfban

van Hamilton kör akkor bárhány élet hozzávéve továbbra is lesz benne Hamilton kör.

Ha a kromatikus száma legalább 100 akkor bárhány élet is hozzáveszünk a kromatikus

száma legalább 100 lesz. Az a tulajdonság, hogy G śıkgráf-e monoton csökkenő ekkor azt

érdemes vizsgálni, hogy G(n, p) milyen p-től veszti el a “śıkgráfságát”.

⋆ ⋆ ⋆

Nézzünk most egy konkrét példát: mikor (milyen p-re) jelenik meg a K4 illetve egy

másik H gráf a G(n, p)-ben.
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3.6.4 Tétel. A K4 megjelenésének küszöbfüggvénye n−2/3.

3.6.5 Megjegyzés. Az álĺıtást úgy is megfogalmazhatjuk, hogy az ω(G) ≥ 4 tulajdonság

küszöbfüggvénye n−2/3.

Bizonýıtás. Legyen S egy 4 elemű részhalmaza V (G)-nek , ahol G = G(n, p) véletlen gráf.

Az AS az az esemény, hogy S klikket fesźıt K4-ben, legyen XS az indikátor függvénye.

Legyen X a K4-ek száma G-ben. Ekkor

X =
∑

S⊆V (G)
|S|=4

XS.

Így

EX =
∑

S⊆V (G)
|S|=4

EXS =

(
n

4

)
p6 ≤ (pn2/3)6

24
.

Ha p(n)n2/3 →n→∞ 0 akkor EX → 0 ahogy n tart a végtelenbe. Ekkor

lim
n→∞

P(ω(G) ≥ 4) = 0.

Most tegyük fel, hogy p(n)n2/3 →n→∞ ∞. Ekkor EX → ∞ ahogy n tart a végtelenbe.

2.5 Tételt fogjuk használni: minden 4-elemű halmaz ugyanúgy néz ki, ı́gy azXS valósźınűségi

változók szimmetrikusak. Az S ∼ T ha |S ∩ T | ≥ 2, különben AS és AT események

függetlenek lennének, mivel nem lenne közös élük. Rögźıtsünk egy S halmazt. Ekkor

6
(
n−2
2

)
= O(n2) darab T halmaz metszi két csúcsban S-t és 4

(
n−3
1

)
= O(n) darab T

halmaz metszi 3 elemben S-t. Az előbbi esetben P(AT |AS) = p5, mı́g az utóbbi esetben

P(AT |AS) = p3. Ekkor

∆∗ = O(n2p5) +O(np3) = o(n4p6) = o(EX)

mivel p(n)n−2/3 → ∞. Így 2.5 Tétel szerint K4 majdnem biztosan megjelenik a gráfban.

Most egy kicsit általánosabban próbáljuk megmondani, hogy mi egy H gráf megje-

lenésének a küszöbfüggvénye. Átvizsgálva a K4-re vonatkozó bizonýıtást láthatjuk, hogy

a küszöbfüggvény n−2/3-ban a 2/3 éppen a K4 csúcsainak és éleinek az aránya, ı́gy az első

tipp az, hogy egy tetszőleges H gráfra is n−v(H)/e(H) lesz a küszöbfüggvény. Ezzel csak

az az apró probléma, hogy ahhoz, hogy megjelenjen egy H gráf majdnem biztosan, nem

árt ha minden H ′ részgráfja is megjelenik majdnem biztosan, ugyanakkor az n−v(H′)/e(H′)

lehet, hogy nagyobb. Ez motiválja a következő definiciót.
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3.6.6 Defińıció. Legyen H egy gráf v csúcson és e élen. A ρ(H) = e
v
mennyiséget a H

sűrűségének h́ıvjuk. A H gráfot kiegyensúlyozottnak h́ıvjuk ha minden H ′ részgráfjára

ρ(H ′) ≤ ρ(H). A H gráfot szigorúan kiegyensúlyozottnak h́ıvjuk ha minden valódi H ′

részgráfjára ρ(H ′) < ρ(H).

Ekkor az alábbi tétel bizonýıtása lényegében nem igényel új gondolatot.

3.6.7 Tétel. Legyen H egy kiegyensúlyozott gráf v csúcson és e élen. Legyen A(G) az az

esemény, hogy H (nem feltétlenül fesźıtett) részgráfja G-nek. Ekkor az A küszöbfüggvénye

p = n−v/e.

Bizonýıtás. Minden v elemű S halmazra legyen AS az az esemény, hogy G[S]-nek H

részgráfja. Ekkor

pe ≤ P(AS) ≤ v!pe.

Legyen XS az AS esemény indikátor valósźınűségi változója. Legyen továbbá

X =
∑
|S|=v

XS.

Tehát A pontosan akkor teljesül ha X > 0. A várható érték linearitása miatt

EX =
∑
|S|=v

EXS =

(
n

v

)
P(AS) = Θ(nvpe).

Tehát ha p(n)ne/v → 0 akkor EX = o(1), ı́gy X = 0 majdnem mindig.

Most tegyük fel, hogy p(n)ne/v → ∞. Ekkor EX → ∞. Vizsgáljuk megint ∆∗-t

(megtehetjük, mert az AS események szimmetrikusak). Az S ∼ T ha S ̸= T és van közös

éle az általuk fesźıtett teljes részgráfnak vagyis ha 2 ≤ |S ∩ T | ≤ v − 1. Ekkor

∆∗ =
∑
T∼S

P(AT |AS) =
v∑

i=2

∑
|T∩S|=i

P(AT |AS).

Legyen i rögźıtett. Ekkor
(
v
i

)(
n−v
v−i

)
= O(nv−i) féleképpen választhatjuk a T halmazt.

Az S ∩ T által fesźıtett részgráfnak i csúcsa van és mivel ez részgráfja H-nak és H

kiegyensúlyozott volt, ı́gy a metszetben legfeljebb i e
v
él van. Így legalább e− i e

v
él nincs

S-ben. Tehát

P(AT |As) = O(pe−i e
v ).

Így

∆∗ =
v−1∑
i=2

O(nv−ipe−i e
v ) =

v−1∑
i=2

O((nvpe)1−i/v) =
v−1∑
i=2

o(nvpe) = o(EX)

mivel nvpe → ∞. Így 3.6.2 tétel szerint H majdnem biztosan megjelenik a gráfban.
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3.6.8 Tétel. Legyen ω(n) → ∞. Továbbá legyen pa(n) = (log n − ω(n))/n és pf (n) =

(log n+ ω(n))/n. Ekkor G(n, pa(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan tartalmaz izolált

pontot, mı́g G(n, pf (n)) aszimptotikusan majdnem biztosan nem tartalmaz izolált pontot.

Bizonýıtás. Először azt bizonýıtjuk, hogy G(n, pf (n)) aszimptotikusan majdnem biztosan

nem tartalmaz izolált pontot. Továbbiakban legyen p = pf (n). Legyen X az izolált

pontok száma. Legyen Xv az az indikátor valósźınűségi változó, hogy Xv izolált pont

vagy sem. Ekkor

X =
∑
v∈V

Xv.

Vegyük észre, hogy P(Xv = 1) = (1− p)n−1. Ekkor

X =
∑
v∈V

Xv.

Vegyük észre, hogy P(Xv = 1) = (1− p)n−1. Feltehető, hogy p ≤ 1/2 (miért?). Ekkor

EX =
∑
v∈V

EXv = n(1−p)n−1 =
1

1− p
n(1−p)n ≤ 2ne−pn = 2ne− logn+ω(n) = 2e−ω(n) → 0.

ha n → ∞. Ekkor

P(X = 0) ≥ 1− EX → 1.

Következőkben bebizonýıtjuk, hogy G(n, pa(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan

tartalmaz izolált pontot. Továbbiakban legyen p = pa(n). Mint előbb legyen X az izolált

pontok száma. Legyen Xv az az indikátor valósźınűségi változó, hogy Xv izolált pont

vagy sem. Ekkor

X =
∑
v∈V

Xv.

Vegyük észre, hogy P(Xv = 1) = (1− p)n−1. Tehát

EX =
∑
v∈V

EXv = n(1− p)n−1 ∼ ne− logn+ω(n) → ∞.

Most számoljuk ki EX2-t is.

EX2 =
∑
v∈V

EX2
v + 2

∑
u,v∈V

EXuXv =

= n(1− p)n−1 + n(n− 1)(1− p)2n−3.

Tehát

Var(X) = EX2 − (EX)2 = n(1− p)n−1 + n(n− 1)(1− p)2n−3 − n2(1− p)2(n−1) ≤

≤ n(1−p)n−1+n2(1−p)2n−3−n2(1−p)2(n−1) = n(1−p)n−1+pn2(1−p)2n−3 = EX+
p

1− p
(EX)2
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Így

P(X = 0) ≤ Var(X)

(EX)2
≤ 1

EX
+

p

1− p
→ 0

mivel
p

1− p
≤ 2p ≤ 2 log n

n
,

ha n elég nagy. Ezzel beláttuk, hogy G(n, pa(n)) majdnem biztosan tartalmaz izolált

csúcsot.

3.6.9 Tétel. Legyen ω(n) → ∞. Továbbá legyen pa(n) = (log n − ω(n))/n és pf (n) =

(log n + ω(n))/n. Ekkor G(n, pa(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan tartalmaz nem

összefüggő, mı́g G(n, pf (n)) aszimptotikusan majdnem biztosan összefüggő.

Bizonýıtás. Az világos az előző tételből, hogy G(n, pℓ(n)) nem összefüggő aszimptotiku-

san majdnem biztosan, mert tartalmaz izolált pontot nagy valósźınűséggel. Tehát csak

azt kell belátni, hogy G(n, pf (n)) aszimptotikusan majdnem biztosan összefüggő. Legyen

p = pf (n) és jelölje Xk a k csúcsú komponensek számát. Továbbá legyen

X =

⌊n/2⌋∑
k=1

Xk.

Ez azon összefüggő komponensek száma, melyek mérete legfeljebb ⌊n/2⌋. HaG összefüggő

akkor X = 0, ha G nem összefüggő akkor X ≥ 1 és nemnegat́ıv egész. Tehát

P(X = 0) ≥ 1− EX.

Tehát csak azt kell belátni, hogy EX → 0 ha n → ∞. Legyen f(k, p) annak a valósźınűsége,

hogy a G(k, p) random gráf összefüggő. Egy S halmaz esetén legyen XS az az indikátor

valósźınűségi változó, hogy S a G(n, p) egy összefüggő komponensét fesźıti. Ekkor

EXS = P(XS = 1) = f(|S|, p)(1− p)|S|(n−|S|)

mivel nem szabad S és V \S között élnek mennie és a fesźıtett részgráfnak összefüggőnek

kell lennie. Ekkor

EX = E

 ∑
1≤|S|≤⌊n/2⌋

XS

 =

⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
f(k, p)(1− p)k(n−k).

Mivel f(k, p) ≤ 1, ezt ugy becsulhetjuk, hogy

EX ≤
⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
(1− p)k(n−k).

Tehát
⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
(1− p)k(n−k) ≤

⌊n/2⌋∑
k=1

(en
k

)k
e−pk(n−k).
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Itt egy tag a következőképpen becsülhető(en
k

)k
e−pk(n−k) = exp

(
k(1 + log n− log k)− k(n− k)

log n+ ω(n)

n

)
= exp

(
−ω(n)

k(n− k)

n

)
· exp

(
k

(
1 +

k

n
log n− log k

))
≤ exp

(
−ω(n)

n− 1

n

)
· exp

(
k

(
1 +

k

n
log n− log k

))
≤ exp

(
−ω(n)

n− 1

n

)
e−k.

ha 300 ≤ k ≤ n/2, és kevesebb, mint valami konstans C exp
(
−ω(n)n−1

n

)
ha 1 ≤ k ≤ 299.

Valóban, ha x = k
n
akkor

2 +
k

n
log n = 2 + x log

k

x
= 2 + x log

1

x
+ x log k ≤ 2 +

1

2
log 2 +

1

2
log k ≤ log k

ha k ≥ 300. Ekkor

⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
(1−p)k(n−k) ≤ exp

(
−ω(n)

n− 1

n

)
·

(
299∑
k=1

C +
∞∑

k=300

e−k

)
= C ′ exp

(
−ω(n)

n− 1

n

)
.

Ez utóbbi kifejezés 0-hoz tart ha n → ∞. Tehát

P(G(n, p) nem összefüggő) → 0.

Ezzel kész vagyunk.

3.6.10 Megjegyzés. Egy másik módja az

⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
(1− p)k(n−k)

összeg becslésének a következő.

⌊n/2⌋∑
k=1

(
n

k

)
(1−p)k(n−k) ≤

⌊n/2⌋∑
k=1

(en
k

)k
e−pk(n−k) =

⌊n/2⌋∑
k=1

(en
k
epke−pn

)k
=

⌊n/2⌋∑
k=1

(
e1−ω(n) e

pk

k

)k

.

Az epx/x függvény konvex az [0,∞) intervallumon tetszőleges p esetén. Speciálisan az

[1, n/2] intervallumon a maximumát valamelyik végpontjaban veszi fel. Az 1-ben ez a

függveny legfeljebb e. Az n/2-ben felhasználva, hogy ω(n) ≤ log n feltehető kapjuk, hogy

a függvény értéke legfeljebb 2. Tehát az egész intervallumon legfeljebb e az értéke. ı́gy

⌊n/2⌋∑
k=1

(
e1−ω(n) e

pk

k

)k

≤
⌊n/2⌋∑
k=1

(
e2−ω(n)

)k ≤ e2−ω(n)

1− e2−ω(n)
→ 0.

Tehát

P(G(n, p) nem összefüggő) → 0.

Ezzel kész vagyunk.
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4. Generátor függvények

4.1 Generátor függvények két szemszögből

Generátor függvények használata az egyik leghatékonyabb eszköz a leszámlálás elméletben.

Seǵıtségével kombinatorikus azonosságokat bizonýıthatunk pusztán algebrai manipulációval.

Egy (an) sorozat generátor függvénye

∞∑
n=0

anx
n.

Kétféleképpen lehet erre ránezni. Egyrészt ez egy hatványsor vagy Taylor-sor. Másrészt,

lehet erre, mint pusztán algebrai kifejezésként tekinteni, mint a{
∞∑
n=0

cnx
n | cn ∈ F

}
,

gyűrű egy elemére, ahol F egy test. Mindkét megközeĺıtésnek vannak előnyei. Amikor

hatványsorként nëzunk erre akkor használhatjuk az anaĺızisbeli ismereteinket. Mikor al-

gebrai kifejezésként nézunk rá akkor pedig megspórolhatjuk, hogy állandóan ellenőrizzük

a hatványsor konvergenciáját. Például, a
∑∞

n=0 n!x
n egy eleme a fenti gyűrűnek, pedig

semmilyen |x| > 0 esetén nem konvergens. Ebben a fejezetben egy meglehetősen hanyag,

de precizzé tehető dolgot fogunk csinálni: mi algebrai kifejezésként founk ránézni, nem

ellenőrzünk konvergenciát, de használjuk az anaĺızis tudásunkat. Például, használni

fogjuk, hogy ex =
∑∞

n=0
xn

n!
anélkül, hogy el kezdenénk azon filozofálni, hogy ez alge-

brai értelemben pontosan mit is jelent. Deriválni és integrálni is fogunk, amit megte-

hetünk algebrai eszközökkel, de megint csak nem fogunk bajlódni egy formális elmélet

feléṕıtésével. Egyszerűen elfogadjuk, hogy az anaĺızisben működik akkor itt is müködnie

kell. Az egyetlen dolog amit nem teszünk az az, hogy nem helyetteśıtünk be semmi-

lyen értéket, mert soha nem ellenőriztünk konvergenciát (pontosabban 0-t bemerünk

helyetteśıteni).

Ahhoz, hogy hatékonyan tudjunk generátor függvényekkel dolgozni, szükségünk lesz

néhány hatványsor zárt alakjára. Az egyik legfontosabb ezek közül

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + . . .
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Binomiális tétel ad egy véges generátor függvényt:

(1 + x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk.

Egy hasonló generátor függvényben felül fut a paraméter a binomiális együtthatókban:

xm

(1− x)m+1
=

∞∑
k=0

(
k

m

)
xk.

(Vegyük észre, hogy
(
k
m

)
= 0 ha 0 ≤ k < m.) Ezt az azonosságot a gyakorlaton fogjuk

bizonýıtani. Minél több hatványsor zárt alakját ismeri az ember annál több esélye van

felfedezni azonosságokat pusztán algebrai manipulációval.

Kicsit kellemetlen erről beszélni, de a tapasztalatom szerint meg Msc-s diakoknál

is kell egy picit beszélni az algebrai manipulációkról. Ez igényel nem gyakorlatot, de

nem sok tudást. Peldául sűrűn kell megcserélni két szummát. Kérek mindenkit, hogy

kicsit gyakorolja, nézze át, hogy hogyan kell egy olyan dupla szummaban megcserélni az

osszegzési sorrendet, mint példaul a

∞∑
m=0

m∑
k=0

mk2xk.

Ha bizonytalan vagy abban, hogy mit kell csinálni, akkor csinálj egy két dimenziós

táblázatot m és k futó paraméterekkel és nézd meg, hogy mely mezőkben van nem 0

elem illetve mi történik ha oszlopokra kezdesz összegezni sorok helyett. Egy hasonló

tanács, hogy ha van egy rekurziód egy (an) sorozatra és meg kell határoznod a
∑

anx
n

generátor függvényt akkor érdemes külön kíırni az első néhány tagját, mert a rekurzió

lehet, hogy máshogy működik ott.

Ajánlott irodalom: H. Wilf: generatingfunctionology [15]. Ez a könyv fenn van az

interneten.

4.1.1 Exponenciális generátor függvények

Közönséges generátor függvenyek mellett néhány esetben kellemesebb lesz az úgy nevezett

exponenciális generátor függvényekkel dolgozni. Egy (an) sorozat exponenciális generátor

függvénye
∞∑
n=0

an
xn

n!
.

Az némi gyakorlatot igényel, hogy eldöntsük, hogy egy adott problémában közönséges

vagy exponenciális generátor függvényt érdemes használni. Ha például a sorozat gyorsab-

ban nő, mint Cn tetszőleges C-re, mint pl. n!, akkor az erősen sugallja, hogy exponenciális

generátor függvényt kell használnunk. Bizonyos rekurziok is azt sugallják, hogy érdemes

exponenciális generátor függvényt használni az adott problémában.
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4.2 Leszámlálás elmélet és generátor függvények

Ennek a résznek a célja, hogy bemutassunk néhány egyszerű példát generátor függvények

alkalmazására leszámlálás elméletben. Először az úgy nevezett Bell-számokat fogjuk

vizsgálni. A Bn Bell-szám azt szamlálja hányféleképpen lehet az {1, 2, . . . , n} halmazt

nem üres részhalmazokra bontani. Például, B3 = 5 mivel az {1, 2, 3} halmazt a következőképpen

lehet felbontani: {1, 2, 3}; {1, 2}{3}; {1, 3}{2}; {2, 3}{1}; {1}{2}{3}. Érdemes aB0 számot

1-nek defińıalni.

4.2.1 Tétel. Legyen Bn ahányféleképpen fel lehet bontani az {1, 2, . . . , n} halmazt nem

üres részhalmazokra.

(a) Ekkor Bn-re fennáll a következő rekurzio:

Bn =
n∑

k=0

(
n− 1

k

)
Bk.

(b) Tekintsük a B(x) =
∑∞

n=0Bn
xn

n!
exponenciális generátor függvényt. Ekkor

B(x) = ee
x−1

(c) Fennáll a következő azonosság:

Bn =
1

e

∞∑
k=1

kn

k!
.

Bizonýıtás. (a) Válasszunk ki k elemet az {1, 2, . . . , n−1} halmazból, amelyek nincsenek

ugyanabban a részhalmazban, mint az n elem. Ezt megtehetjük
(
n−1
k

)
félekeppen, és ezt

a k elemet particiónálhatjuk Bk félekeppen. (Vegyük észre, hogy B0 = 1 megfelel annak

a particiónak, ahol a partició egyetlen részhalmazbol, az {1, 2, . . . , n}-ből áll.) Tehát

Bn =
n∑

k=0

(
n− 1

k

)
Bk.

(b) Felhasználva az (a) részben bizonýıtott rekurziót megmutatjuk, hogy B(x)ex = B′(x).

Vegyük észre, hogy

B(x)ex =

(
∞∑
n=0

Bn
xn

n!

)(
∞∑
n=0

xn

n!

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk

)
xn

n!
=

∞∑
n=0

Bn+1
xn

n!
.

Másrészt

B′(x) =

(
∞∑
n=0

Bn
xn

n!

)′

=
∞∑
n=1

Bn
xn−1

(n− 1)!
=

∞∑
n=0

Bn+1
xn

n!
.
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Tehát B(x)ex = B′(x). Most oldjuk meg ezt a differenciál egyenletet: B′(x)
B(x)

= ex. Itt
B′(x)
B(x)

= (lnB(x))′, ı́gy lnB(x) = ex + c, tehát B(x) = ee
x+c. A c pontos értékének

meghatározásához vegyük észre, hogy B(0) = 1 és ı́gy c = −1. Tehát

B(x) = ee
x−1.

(c) Felhasználva a (b) részt azt kapjuk, hogy

B(x) =
∞∑
n=0

Bn
xn

n!
= ee

x−1 =
1

e
ee

x

=
1

e

∞∑
k=0

ekx

k!
=

1

e

∞∑
k=0

1

k!

∞∑
n=0

(kx)n

n!
=

∞∑
n=0

xn

n!

(
1

e

∞∑
k=0

kn

k!

)
Tehát

Bn =
1

e

∞∑
k=1

kn

k!
.

4.2.2 Megjegyzés. 4.2.1 tétel egy kompakt történet arról hogyan működnek a generátor

függvények. Először levezetünk egy kombinatorikus azonosságot, rekurziót a definicióból.

Majd ezt az információt egy generátor függvénnyé változtatjuk. Végül pedig algebrai ma-

nipulációval levezetünk olyan azonosságokat amelyek a fekete mágia határán mozognak.

Következő vizsgálatunk tárgya a másodfajú Stirling-számok. Ezek a Bell-számok egy

finomı́tása.

Jelölje
{

n
k

}
ahányféleképpen fel lehet bontani az {1, 2, . . . , n} halmazt pontosan k

darab nem üres részhalmazra. Például,
{

n
1

}
= 1 es

{
n
n

}
= 1 minden n-re, és

{
3
2

}
= 3. A

defińıcióból világos, hogy

Bn =
n∑

k=1

{n
k

}
.

Először bizonýıtsunk be egy rekurziót a másodfajú Stirling-számokra. Ebből később

levezethetünk különféle generátor függvényeket.

4.2.3 Álĺıtás. A következő rekurzió fennáll:{n
k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
.

Bizonýıtás. Tekintsük az {1, 2, . . . n} particióit k nem üres halmazra. Két esetet különböztetünk

meg: ha n egy elemű halmazt alkot akkor a maradék n − 1 elemet k − 1 halmazra kell

bontani. Ezt
{

n−1
k−1

}
féleképpen tehetjük meg. Ha n nem alkot halmazt egymaga akkor a

maradék n−1 elemet k nem üres halmazra kell bontani, majd az n-et betenni a k halmaz

valamelyikébe. Tehát {n
k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
.
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4.2.4 Álĺıtás. A következő azonosság fennáll:∑
k

{n
k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1) = xn.

Első bizonýıtás. Az álĺıtást n-re menő indukcióval bizonýıtjuk felhasználva az előző álĺıtás

rekurzióját: {n
k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
.

Az álĺıtás triviális n = 1-re. Ha n− 1-ig tudjuk az álĺıtást akkor

JO =
n∑

k=1

{n
k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

=
n∑

k=1

({
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

})
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

=
n∑

k=1

{
n− 1

k − 1

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1) +

n∑
k=1

k

{
n− 1

k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

=
n∑

k=1

{
n− 1

k

}
x(x− 1) . . . (x− k) +

n∑
k=1

k

{
n− 1

k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

=
n∑

k=1

{
n− 1

k

}
(x(x− 1) . . . (x− k) + kx(x− 1) . . . (x− k + 1))

=
n∑

k=1

{
n− 1

k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1)((x− k) + k)

= x
n∑

k=1

{
n− 1

k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

= x · xn−1

= xn.

Második bizonýıtás. Először abban az esetben bizonýıtjuk az álĺıtást amikor x pozit́ıv

egész. Sźınezzük az {1, 2, . . . , n} elemeit x sźınnel. Az ilyen sźınezések száma xn.

Másrészt úgy is számolhatunk, hogy először felbontjuk a halmazt k sźınosztályra, majd

az első halmazt x, a másodikat x−1,... sźınnel sźınezzük. Ezt összegezve k-ra azt kapjuk,

hogy ∑
k

{n
k

}
x(x− 1) . . . (x− k + 1) = xn.

Mivel mindkét oldalon egy polinom áll amelyek megegyeznek minden pozit́ıv egészre,

ezért ők megegyeznek, mint polinomok.

A rekurziót felhasználva zárt alakot bizonýıthatunk különböző generátor függvényekre.

72



4.2.5 Álĺıtás. Minden k ≥ 1 esetén∑
n≥0

{n
k

}
xn =

xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)
.

Bizonýıtás. Legyen

Fk(x) =
∑
n≥0

{n
k

}
xn.

Felhasználva a rekurziót azt kapjuk, hogy

Fk(x) =
∑
n≥0

{n
k

}
xn =

∑
n≥0

({
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

})
xn = xFk−1(x) + kxFk(x).

Tehát

Fk(x) =
x

1− kx
Fk−1(x).

Mivel
{

n
1

}
= 1 defińıció szerint, ezért F1(x) =

x
1−x

. Ebből azonnal kapjuk, hogy∑
n≥0

{n
k

}
xn =

xk

(1− x)(1− 2x) . . . (1− kx)
.

Hasonló módon kaphatunk zárt alakot Stirling-számok exponenciális generátor függvényére

is.

4.2.6 Álĺıtás. Minden k ≥ 1 esetén∑
n≥0

{n
k

} zn

n!
=

(ez − 1)k

k!
.

Bizonýıtás. Legyen

Fk(z) =
∑
n≥0

{n
k

} zn

n!
.

Ekkor

F ′
k(z) =

∑
n≥0

{n
k

} zn−1

(n− 1)!
=
∑
n≥0

({
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

})
zn−1

(n− 1)!
=

= Fk−1(z) + kFk(z).

Legyen Gk(z) = Fk(z)e
−kz. Ekkor

G′
k(z) = (F ′

k(z)− kFk(z))e
−kz = Fk−1(z)e

−kz.

Innen induckióval következik, hogy∑
n≥0

{n
k

} zn

n!
=

(ez − 1)k

k!
.
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Természetesen ha vannak másodfajú Stirling-számok akkor kell lenniük elsőfajú Stirling-

számoknak is. Valóban, az
[
n
k

]
elsőfajú Stirling-számok azt számoljak, hogy az 1, 2, . . . , n

elemeknek hány olyan permutációja van amiben pontosan k ciklus van. Például,
[
4
2

]
= 11,

mert a következő permutációkban van pontosan 2 ciklus: (1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143), (3)(124),

(3)(142), (4)(123), (4)(132),

(12)(34), (13)(24), (14)(23). Természetesen

n∑
k=1

[n
k

]
= n!.

Alább található a fenti álĺıtások analógjai elsőfajú Stirling-számokra. Gyakorlaton

fogjátok ezeket az álĺıtásokat belátni.

4.2.7 Álĺıtás. Minden n, k ≥ 1 esetén fennáll, hogy[n
k

]
=

[
n− 1

k − 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1

k

]
.

4.2.8 Álĺıtás. Minden n ≥ 1 esetén

n∑
k=0

[n
k

]
xk = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1).

4.2.9 Álĺıtás. A következő azonosság fennáll:

∑
n≥0

[n
k

] zn
n!

=
1

k!

(
log

1

1− z

)k

.

Végül a következő álĺıtás összeköti az első és másodfajú Stirling számokat.

4.2.10 Álĺıtás. Minden m,n ≥ 0 esetén∑
k

{n
k

}[ k
m

]
(−1)n−k =

{
1 ha m = n,

0 ha m ̸= n.

4.3 Snake oil módszer

Generátor függvényeket arra is lehet használni, hogy zárt alakot találjunk bizonyos összegekre.

Az úgy nevezett snake oil módszer nagyon egyszerű, mégis meglehetősen hatékony. Nagyjából

az ötlet a következő. Tegyük fel, hogy mi összegezni akarjuk a
∑n

k=0

(
n
k

)
kifejezést.

Hı́vjuk az összeget An-nek. Először meghatározzuk a
∑∞

n=0Anx
n generátor függvényt:

ez áltálában egy szummázási sorrend cserével és némi algebrai manipulációval megte-

hető. Amint megvan a generátor függvény, esetünkben 1
1−2x

, elkezdjük meghatározni az

együtthatóit: 1
1−2x

=
∑∞

n=0 2
nxn. Ebből kapjuk, hogy An = 2n. Alább található számos

példa erre a stratégiára. Be tudod tömni a lyukakat a fenti gondolatmenetben?
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4.3.1 Álĺıtás. Fennáll a következő azonosság:

n∑
k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k =

1

3
(2 · 4n + 1).

Bizonýıtás. Legyen

An =
n∑

k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k.

Ekkor

∞∑
n=0

Anx
n =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k

)
xn

=
∞∑
k=0

1

2k

(∑
n

(
n+ k

2k

)
(2x)n

)

=
∞∑
k=0

1

2k
(2x)k

(1− 2x)2k+1

=
1

1− 2x

∞∑
k=0

(
x

(1− 2x)2

)k

=
1

1− 2x

1

1− x
(1−2x)2

=
1− 2x

1− 5x+ 4x2
=

1− 2x

(1− x)(1− 4x)

=
2

3

1

1− 4x
+

1

3

1

1− x

=
2

3

∑
n

(4x)n +
1

3

∑
n

xn.

Tehát
n∑

k=0

(
n+ k

2k

)
2n−k =

1

3
(2 · 4n + 1).

4.3.2 Álĺıtás. Fennáll a következő azonosság:∑
k

(
m

k

)(
n+ k

m

)
=
∑
k

(
m

k

)(
n

k

)
2k.

Bizonýıtás. Legyen

An =
∑
k

(
m

k

)(
n+ k

m

)
,

és

Bn =
∑
k

(
m

k

)(
n

k

)
2k
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Ekkor

∞∑
n=0

Anx
n =

∞∑
n=0

(∑
k

(
m

k

)(
n+ k

m

))
xn

=
∞∑
k=0

(
m

k

)(∑
n

(
n+ k

m

)
xn

)

=
∞∑
k=0

(
m

k

)
xm−k

(1− x)m+1

=
xm

(1− x)m+1

∑
k

(
m

k

)
x−k

=
xm

(1− x)m+1

(
1 +

1

x

)m

=
(1 + x)m

(1− x)m+1
.

Másrészt

∞∑
n=0

Bnx
n =

∞∑
n=0

(∑
k

(
m

k

)(
n

k

)
2k

)
xn

=
∞∑
k=0

(
m

k

)
2k

(∑
n

(
n

k

)
xn

)

=
∞∑
k=0

(
m

k

)
2k

xk

(1− x)k+1

=
1

1− x

∞∑
k=0

(
m

k

)(
2x

1− x

)k

=
1

1− x

(
1 +

2x

1− x

)m

=
(1 + x)m

(1− x)m+1
.

Tehát An = Bn minden n-re.

4.3.3 Álĺıtás. Fennáll a következő azonosság:

n∑
k=0

(−1)n−k

(
2k

k

)(
k

n− k

)
= 2n.

Bizonýıtás.

An =
n∑

k=0

(−1)n−k

(
2k

k

)(
k

n− k

)
.

76



Ekkor

∞∑
n=0

Anx
n =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(−1)n−k

(
2k

k

)(
k

n− k

))
xn

=
∞∑
k=0

(
2k

k

)
xk

(∑
n

(
k

n− k

)
(−x)n−k

)

=
∞∑
k=0

(
2k

k

)
xk(1− x)k =

∞∑
k=0

(
2k

k

)
(x(1− x))k

=
1√

1− 4x(1− x)

=
1

1− 2x

=
∞∑
n=0

2nxn.

Tehát
n∑

k=0

(−1)n−k

(
2k

k

)(
k

n− k

)
= 2n.
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5. Extremális gráfelmélet

5.1 Bevezetés

Ebben a jegyzetben minden gráf véges és egyszerű. Ha G = (V,E) egy gráf, akkor

v(G) = |V (G)| és e(G) = |E(G)| jelöli a G csúcsainak illetve éleinek a számát. A H ⊂ G

jelölés pedig azt jelenti, hogyH részgráfja G-nek (vigyázat nem fesźıtett részgráfja). A Cn

az n csúcsú kört jelöli. Ezen jegyzet célja az extremális gráfelmélet következő klasszikus

tételének bizonýıtása.

5.1.1 Tétel (Bondy-Simonovits). [5] Minden k ≥ 2 egészre léteznek ck és n0(k) konstan-

sok, melyekre a következő teljesül. Legyen Gn egy n csúcsú gráf, melyre n ≥ n0(k) és

éleinek számára teljesül, hogy e(Gn) ≥ ckn
1+1/k. Ekkor C2k ⊂ Gn.

Ezen jegyzet Bondy és Simonovits eredeti cikkét követi [5]. Lényegében ugyanez a

bizonýıtás található meg Bollobás Béla: Extremal graph theory ćımű könyvében [4]. Ez

a könyv még mindig standard hivatkozási alap az extremális gráfelmélet területén noha

egyes részeit jelentősen meghaladta a tudomány1.

Ezen jegyzet a következőképpen épül fel. A következő részben kicsit feleleveńıtjük a

C4 kör esetét. Továbbá egy gyengébb, de egyszerűbb eredmény bizonýıtásával bemutatjuk

a Bondy-Simonovits tétel bizonýıtásának fő gondolatát. Ezt azért csináljuk ı́gy, mert ı́gy

egyszerűbb lesz látni, hogy a tétel bizonýıtásában mi a fő gondolat és mi az ami csak

technikai nehézséget okoz. A harmadik részben bebizonýıtjuk a Bondy-Simonovits tételt,

valójában erősebbet fogunk bizonýıtani, mint amit kimondtunk.

5.2 Visszatekintés és a bizonýıtás fő gondolata

Alábbiakban először a C4 esetével foglalkozunk. Ezt néhányan talán tanultátok elsőben,

de nem árt feleleveńıteni. Ennek a bizonýıtása különbözik 5.1.1 tétel bizonýıtásától, de

ennek a gondolatmenete is nagyon fontos, ez az ún. cseresznye leszámláláson alapul.

5.2.1 Tétel. Legyen Gn egy n csúcsú gráf, mely nem tartalmaz 4 hosszú kört. Ekkor

e(Gn) ≤ n3/2

2
+ n

4
.

1Ez nem nagy csoda, ugyanis a könyv 1978-ben ı́rodott, ı́gy egyik nagy hiányossága, hogy a regularitási

lemma egyáltalán nem szerepel benne.
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Bizonýıtás. Legyen Gn csúcsainak fokai d1, d2, . . . , dn. Ekkor

2e(Gn) =
n∑

k=1

dk.

Számoljuk meg hány 2-hosszú út (azaz 3-csúcsú út, népszerűbb nevén cseresznye) van

a gráfban. Legyen cs a cseresznyék száma. Ha a cseresznye középső csúcsa a gráf k.

csúcsában van akkor a cseresznye két végét
(
dk
2

)
féleképpen választhatjuk ki. Tehát a

cseresznyék száma

cs =
n∑

k=1

(
dk
2

)
.

A kritikus észrevétel az, hogy egy csúcspár legfeljebb egy cseresznyének lehet a két

végpontja, ugyanis ha két cseresznyének is a végpontjai lennének akkor a két cseresznye

középső csúcsaival együtt egy 4-hosszú kört kapnánk. Tehát minden csúcspár legfeljebb

egy cseresznyének lehet a két végpontja, ı́gy legfeljebb
(
n
2

)
cseresznye lehet. Tehát(

n

2

)
≥ cs =

n∑
k=1

(
dk
2

)
.

Először levezetünk egy alsó becslést a cseresznyék számára a pontos képletből.

cs =
n∑

k=1

(
dk
2

)
=

1

2

n∑
k=1

d2k −
1

2

n∑
k=1

dk =
1

2

n∑
k=1

d2k − e(Gn) ≥

≥ 1

2n

(
n∑

k=1

dk

)2

− e(Gn) =
(2e(Gn))

2

2n
− e(Gn) =

2e(Gn)
2

n
− e(Gn).

Tehát (
n

2

)
≥ 2e(Gn)

2

n
− e(Gn).

Ez azt jelenti, hogy e(Gn) kisebb, mint a

2

n
x2 − x− n(n− 1)

2
= 0

másodfokú egyenlet nagyobbik gyöke, ı́gy

e(Gn) ≤ x1 =
1 +

√
1 + 4 2

n
n(n−1)

2

2 2
n

=

=
n

4

(
1 +

√
4n− 3

)
≤ n

4

(
1 +

√
4n
)
=

n3/2

2
+

n

4
.

Ezzel bebizonýıtottuk az álĺıtást.

Az alábbi tétel bizonýıtása megegyezik 5.1.1 tétel bizonýıtásának fő gondolatával.
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5.2.2 Tétel. Legyen Gn egy n csúcsú gráf, mely nem tartalmaz legfeljebb 2k hosszú kört.

Ekkor e(Gn) ≤ n1+1/k + n.

Bizonýıtás. Legyen a Gn gráf legkisebb foka d és legyen x egy d-fokú csúcs. Éṕıtsünk

x-ből egy szélességi keresőfát. (Nem biztos, hogy G összefüggő, ı́gy lehet, hogy ez nem

fesźıtőfa, de ez nekünk nem is kell.) Az x csúcstol j távolságra levő csúcsok halmaza

legyen Vj. A fa első szintjén vannak az x szomszédai vagyis a V1 halmaz elemei. Legyen

y, z ∈ V1. Ekkor y szomszédai nem lehetnek V1-ben, mert nincs háromszög a gráfban.

Továbbá y és z-nek x-en kivűl nincs közös szomszédja, mert akkor lenne benne egy 4-

hosszú kör. Tehát a V1-beli csúcsok mindegyikének van legalább d−1 szomszédja és ezek

mind különbözőek. Általában is legyen u, v ∈ Vj ahol j ≤ k − 1. Ekkor u és v nem lehet

összekötve, mert akkor a fán felsétálva a közös ősig kapnánk egy legfeljebb 2k hosszú

páratlan kört. Közös szomszédjuk sem lehet Vj+1-ben, mert akkor a közös szomszédból

felsétálva u, v-n keresztül u és v közös ősébe kapnánk egy legfeljebb 2k-hosszú páros kört.

Tehát minden Vj-beli csúcsnak (j ≤ k − 1) legalább d − 1 szomszédja van Vj+1-ben és

ezen csúcsok mind különbözőek. Tehát

|Vj+1| ≥ (d− 1)|Vj|

ha j ≤ k − 1. Így

n ≥ |Vk| ≥ (d− 1)|Vk−1| ≥ (d− 1)2|Vk−2| ≥ · · · ≥ (d− 1)k.

Tehát d ≤ n1/k+1. Töröljük ki x-t a gráfból, ekkor a maradék n−1 csúcsú gráfban sincs

legfeljebb 2k-hosszú kör, ı́gy ebben a legkisebb fokszám legfeljebb (n − 1)1/k + 1, azt is

töröljük ki... Ezt addig folytatva, amı́g el nem fogy Gn minden csúcsa kapjuk, hogy

e(Gn) ≤ (n1/k + 1) + ((n− 1)1/k + 1) + · · ·+ (11/k + 1) ≤ n · n1/k + n.

Tehát e(Gn) ≤ n1+1/k + n.

5.3 Általános extremális gráfelméleti lemmák

Ebben a részben összegyüjtöttem néhány olyan triviális észrevételt, melyek általában is

nagyon hasznosak és a Bondy-Simonovits tétel bizonýıtásában is használjuk.

5.3.1 Lemma. Legyen G egy gráf e(G) éllel. Ekkor létezik olyan H páros részgráfja,

melyre dH(x) ≥ 1
2
dG(x) minden x ∈ V (G)-re teljesül. Speciálisan, e(H) ≥ 1

2
e(G).

Bizonýıtás. Adott A ⊆ V (G) esetén jelölje e(A, V \ A) az A és V \ A halmazok között

menő élek számát. Legyen X ⊆ V (G) olyan, hogy e(X, V \ X) maximális. Legyen H

az a páros gráf, melynek két osztálya X és V \ X. Azt álĺıtjuk, hogy ekkor dH(x) ≥
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1
2
dG(x) minden x ∈ V (G)-re teljesül. Valóban, ha ez valamely v ∈ V -re nem teljesülne

akkor v-t átraknánk a másik osztályba és nőne a két osztály között menő élek száma

(dG(v)−dH(v))−dH(v) = dG(v)−2dH(v) darab éllel. Ezzel bebizonýıtottuk a lemmát.

5.3.2 Megjegyzés. A 5.3.1 Lemmát általában a következőkre használjuk. Tegyük fel,

hogy azt akarjuk bizonýıtani, hogy ha egy n csúcsú gráfban nincs K kizárt részgráf akkor

G-nek legfeljebb O(f(n)) éle van. Ha ezt be tudjuk bizonýıtani páros gráfokra akkor

egy 2-es szorzót vesźıtve ugyan, de máris be tudjuk bizonýıtani az összes gráfra a lemma

seǵıtségével. Mivel hasznos lehet ilyen álĺıtás, ezért kimondok még két hasonló álĺıtást

bizonýıtas nélkül.

5.3.3 Lemma. Legyen G egy gráf e(G) éllel. Ekkor létezik olyan H = (A,B,E ′) páros

részgráfja, melyre ||A| − |B|| ≤ 1 és e(H) ≥ 1
2
e(G).

5.3.4 Megjegyzés. Tehát meg lehet követelni, hogy a páros gráf két osztálya közel

ugyanakkora legyen. Sajnos azt nem lehet elérni, hogy minden egyes csúcs fokára is

teljesüljon dH(x) ≥ 1
2
dG(x) egyenlőtlenség és az osztályok is közel ugyanakkorák legyenek.

Ötlet a lemma bizonýıtásához: várható érték módszer vagyis átlagolás.

Néha szükség lehet rá, hogy a fokszámok ne csak alulról legyenek korlátozva hanem

felülről is. A következő álĺıtás erre példa.

5.3.5 Lemma. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor létezik olyan H = (A,B,E ′) páros

részgráfja, melyre ∣∣∣∣dH(x)− d

2

∣∣∣∣ ≤ 10
√
d log d

minden x ∈ V (G)-re.

5.3.6 Megjegyzés. Bizonýıtási ötlet: LLL vagyis Lovász lokál lemma.

⋆ ⋆ ⋆

A következőkben egy másik nagyon hasznos triviális álĺıtást bizonýıtunk.

5.3.7 Lemma (Minimális fokszám-átlag fokszám elv). Legyen P egy tulajdonság, melyre

teljesül, hogy ha egy H-nak megvan a P tulajdonsága akkor minden olyan gráfnak is

mely fesźıtett részgráfként tartalmazza H-t. (Példa: P (K) az a tulajdonság, hogy G-

nek részgráfja-e egy adott K gráf.) Tegyük fel, hogy ha egy legfeljebb n csúcsú gráfnak

r = r(n) a minimális foka akkor teljesül rá a P tulajdonság. Tegyük fel, hogy az n csúcsú

G-re nem teljesül a P tulajdonság, ekkor legfeljebb (r − 1)n éle van ı́gy az átlag fokszám

G-ben legfeljebb 2r.

Bizonýıtás. Mivel G-re nem teljesül P , ı́gy van legfeljebb r− 1 fokú csúcsa, ezt kitörölve

megint van a gráfban legfeljebb r − 1 fokú csúcs... Így a gráfnak legfeljebb (r − 1)n éle

van. Így kevesebb, mint rn éle van, azaz az átlagfokszám legfeljebb 2r.
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5.3.8 Megjegyzés. Ha egy gráfban a miniális fokszám legalább 3 akkor tartalmaz páros

hosszú kört (miért?). Így ha egy n csúcsú gráfban nincs páros hosszú kör akkor legfeljebb

2n éle van.

Tehát a 5.3.7 Lemma értelmében ha azt akarjuk bizonýıtani, hogy egy gráfnak legfel-

jebb rn éle van akkor elég igazolni, hogy r minimális fokszám esetén már P tulajdonságú

lenne.

5.4 5.1.1 Tétel bizonýıtása

Ebben a részben rátérünk a Bondy-Simonovits tétel bizonýıtására. Mint azt már emĺıtettük,

egy kicsit erősebbet fogunk bizonýıtani.

5.4.1 Tétel. Legyen Gn egy n csúcsú gráf. Ha e(Gn) > 100kn1+1/k akkor C2ℓ ⊆ Gn

minden ℓ ∈ [k, kn1/k].

Igazából a következő álĺıtást kellemesebb lesz bizonýıtani.

5.4.2 Tétel. Legyen E = e(Gn). Ekkor C2ℓ ⊆ Gn minden ℓ ≥ 2 esetén, melyre teljesül,

hogy ℓ ≤ E
100n

és ℓn1/ℓ ≤ E
10n

.

Könnyen látható, hogy 5.4.2 tételből következik 5.4.1 tétel, amelyből pedig következik

az 5.1.1 tétel.

⋆ ⋆ ⋆

Most bebizonýıtunk egy első látásra ide nem illő lemmát. Ez az egyelőre kicsit mis-

ztikus lemma még jól fog jönni. Szükségünk van a következő defińıcióra.

5.4.3 Defińıció. Egy G gráf csúcsainak egy (nem feltétleül jó) sźınezése t-periódikus ha

tetszőleges G-beli t-hosszú út két végpontja azonos sźınű.

5.4.4 Lemma. Legyen t pozit́ıv egész és legyen G egy összefüggő gráf v(G) csúcson, e(G)

éllel, melyre e(G) ≥ 2tv(G). Ekkor G tetszőleges t-periódikus sźınezésében a sźınek száma

legfeljebb 2.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy ha e(G) ≥ 2tv(G) akkorG tartalmaz két szomszédos

pontot, amelyeket összeköt két legalább t hosszú út. Az 5.3.7 Lemma (minimális fokszám-

átlag fokszám elv) miatt elég ezt olyan gráfokra megmutatni, ahol a minimális fokszám

legalább 2t. Tehát tegyük fel, hogy G-ben a minimális fokszám legalább 2t.

Legyen P = x1x2 . . . xk a G egy leghosszabb útja. Mivel P egy leghosszabb út, ezért

x1 minden szomszédja P -belinek kell lennie, különben P -t meg lehetne hosszab́ıtani.

Legyenek x1 szomszédai: xi1 = x2, xi2 , . . . , xir , ahol r ≥ 2t. Tekintsük az x1 és xit

csúcsokat, ők szomszédosak és összeköti őket a diszjunkt P1 = x1x2 . . . xit valamint P2 =
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x x x x xi i i i21 t 2t

xitxit+1 . . . xi2tx1 útak, melyek legalább t-hosszúak. A továbbiakban h́ıvjuk ezt a speciális

részgráfot Θ-gráfnak.

Mivel G sźınezese t-periódikus, ezért természetesen a Θ-részgráf

sźınezése is t-periódikus. A következő lépésben tekintsük ezt a

t-periódikus sźınezést. Legyen C1, C2, C2 a Θ-gráf három köre,

hosszaik legyenek rendre ℓ1, ℓ2, ℓ3. Legyen ti a legkisebb periódus,

amivel Ci kör periódikus.

Könnyű látni, hogy mind a három körön ugyanannak a periódusnak kell lennie (miért?),

ı́gy t1 = t2 = t3. Másrészt ti | ℓi. Ha C3 kör a leghosszabb akkor ℓ1 + ℓ2 − ℓ3 = 2,

ı́gy ti = t∗ | 2 azaz t∗ = 1 vagy 2. Tehát a Θ-részgráfon legfeljebb csak két sźınt

használhatunk.

Mivel G összefüggő, ezért tetszőleges v csúcshoz létezik egy út a Θ-részgráfhoz, legyen

ez ta + b hosszú (b < t). Ekkor még t − b lépést téve a Θ-részgráfon lesz olyen pontja a

Θ-részgráfnak amit t-vel osztható hosszúságú út köt össze v-vel, ı́gy ennek a két csúcsnak

a sźıne meg kell egyezzen. Tehát az egész gráf is legfeljebb két sźınnel van kisźınezve.

Az alábbi lemma tekinthető a bizonýıtás főlépésének, a 5.4.2 tétel ebből már könnyen

ki fog jönni.

5.4.5 Lemma. Legyen G páros gráf n csúcson, melyben a minimális fok legalább s =

max(5ℓn1/ℓ, 50ℓ). Ekkor C2ℓ ⊆ G.

Bizonýıtás. Legyen x a G gráf egy tetszőleges csúcsa és legyen Vi az x-től i távolságra

levő pontok halmaza. Mivel G páros, ezért Vi független halmaz minden i-re.

Tegyük fel, hogy G nem tartalmaz C2ℓ kört. Megmutatjuk, hogy ekkor 1 ≤ i ≤ ℓ

esetén
|Vi|
|Vi−1|

≥ s

5ℓ
. (∗)

Ez azonnal ellentmondáshoz vezet, mert s ≥ 5ℓn1/ℓ miatt |Vi| ≥ n1/ℓ|Vi−1|, ı́gy |Vℓ| ≥ n,

de az egész gráfnak n csúcsa van.

A fenti (∗) álĺıtást i-re menő indukcióval bizonýıtjuk. Az i = 1 eset triviális, mert

deg(x) ≥ s ≥ s
5ℓ
. Tegyük fel, hogy az álĺıtást már beláttuk i− 1-re.
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V

V

x

V1

2

i−1

Vi

H1

W1

.

.

.

Legyen H = G[Vi−1 ∪ Vi] a Vi−1 ∪ Vi által fesźıtett részgráfja

G-nek. Legyen H1, . . . Hq a H komponensei. Végül legyen

Wj = Hj ∩ Vi−1. Egy y1y2 . . . yr útat monotonnak h́ıvunk ha

az yi csúcs x-től való távolsága szigorúan monoton nő vagy

csökken. (Vagyis egy monoton útnak minden Vi halmazzal

legfeljebb 1 közös pontja van.)

Megmutatjuk, hogy e(H1) < 4ℓv(H1). Ez triviális ha |W1| = 1 ugyanis ekkor ha ennek

az 1 pontnak d a foka H-ban akkor a d < 4ℓ(d + 1) egyenlőtlenség triviálisan teljesül.

Tehát tegyük fel, hogy W1-nek legalább 2 pontja van.

Legyen a ∈ Vp, melyre a következő teljesül:

(i) létezik két monoton út, P1 és P2, a-ból W1-be melyeknek csak ′′a′′ a közös pontjuk,

(ii) p minimális, melyre (i) teljesül.

a

y

P

z

1P3

Vi−1

Vp

Először is megmutatjuk, hogy ekkor W1 minden csúcsa össze

van kötve egy monoton úttal a-val. Legyen y ∈ W1 és legyen

P3 egy monoton út x és y között. Ekkor pminimaĺıtása miatt

P3-nak metszenie kell P1-et valamilyen z pontban és ekkor

kapunk egy monoton útat a és y között: aP1zP3y monoton

út a és y között.

Következő lépésben piros és kék sźıneket rendelünk a W1 csúcsaihoz oly módon, hogy

ha két csúcsnak, u-nek és v-nek, különböző a sźıne akkor létezik u-ból és v-ből egy-egy

monoton út a-ba, melyeknek egyetlen közös pontja az a csúcs.

u v

P2z

z
P

P
u

v

1

2

a

Vi−1

Vp

Ezt a következőképpen tehetjük meg: ha az u csúcshoz

létezik egy monoton út u-ból a-ba, mely diszjunkt P2-től,

akkor legyen a sźıne piros, egyébként meg legyen a sźıne kék.

Megmutatjuk, hogy ez egy jó sźınezés.

Tegyük fel, hogy u sźıne piros, v sźıne kék. Így létezik egy Pu monoton út u és a

között, mely diszjunkt P2-től. Legyen Pv egy tetszőleges monoton út v és a között. Mivel

v kék, ı́gy Pv metszi P2-t a-tól különböző pontban, legyen az utolsó ilyen metszéspont Pv-

n számolva z1. Tegyük fel, hogy Pu és Pv nem diszjunktak vagyis van egy a-tól különböző

metszéspontjuk, legyen z2 a metszéspontok közül az utolsó megint csak Pv-n számolva.

Két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy mi a z1 és z2 sorrendje a Pv úton. Ha z2

van közelebb v-hez akkor vPvz2Pua egy P2-től diszjunkt monoton út v és a között, ı́gy

v sźıne piros lett volna. Ha z1 van közelebb v-hez Pv-n akkor vPvz1P2a egy monoton út

v-ből a-ba, amely diszjunkt Pu-tól. Tehát ez a sźınezes valóban jó.
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V

V

H1

Vi

i−1

pa

Most sźınezzük H1 ∩ Vi pontjait zölddel. Azt álĺıtjuk, hogy

H1-nek ez a piros-kék-zöld sźınezése t-periódikus t = 2(ℓ −
i + p + 1) periódussal. Tegyük fel, hogy ez nem igaz. Mivel

H1 páros gráf, ez csak úgy lehet, hogy van egy piros u ∈ W1

és kék v ∈ W1, amelyeket összeköt egy 2(ℓ− i+p+1)-hosszú

Q út H-ban. Mivel u és v sźıne különbözik, ı́gy van két

diszjunkt monoton út, Pu és Pv, u-ból és v-ből a-ba. Ekkor

azonban Q,Pu, Pv útak egy kört határoznak, melynek hossza

2(ℓ − i + p + 1) + 2(i − 1 − p) = 2ℓ, ami viszont nem lehet.

Tehát ez a sźınezés valóban t-periódikus.

Így a kicsit misztikus 5.4.4 Lemma szerint

e(H1) ≤ 2tv(H1) < 4ℓv(H1).

Hasonlóan kapjuk a H2, . . . , Hq komponensekre, hogy e(Hi) ≤ 4ℓv(Hi) (i = 1, . . . , q).

Tehát e(H) < 4ℓv(H).

Legyen H∗ = G[Vi−2 ∪ Vi−1]. Az előzőekhez hasonlóan e(H∗) < 4ℓv(H∗). Továbbá az

indukció miatt
|Vi−1|
|Vi−2|

≥ s

5ℓ
. (∗∗)

Másrészt

e(H) + e(H∗) ≥ s|Vi−1|

mivel minden csúcs foka legalább s. Tehát

4ℓ(|Vi−1|+ |Vi|+ |Vi−2|+ |Vi−1|) = 4ℓ(v(H) + v(H∗)) > e(H) + e(H∗) ≥ s|Vi−1|.

Így

|Vi| ≥
1

4ℓ
((s− 8ℓ)|Vi−1| − 4ℓ|Vi−2|).

Most használjuk (**)-t.

|Vi| ≥
1

4ℓ

(
(s− 8ℓ)− 20ℓ2

s

)
|Vi−1|.

Mivel s ≥ 50ℓ, ı́gy
|Vi|
|Vi−1|

≥ 1

4ℓ
(s− 9ℓ) >

1

4ℓ

4s

5
=

s

5ℓ
.

Ezzel bebizonýıtottuk az álĺıtást.

Most már készen állunk rá, hogy bebizonýıtsuk 5.4.2 Tételt. Egyszerűség kedvéért

megismételjük az álĺıtást.

5.4.2 Tétel Legyen E = e(Gn). Ekkor C2ℓ ⊆ Gn minden ℓ ≥ 2 esetén, melyre teljesül,

hogy ℓ ≤ E
100n

és ℓn1/ℓ ≤ E
10n

.
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Bizonýıtás. Az álĺıtást n-re menő indukcióval bizonýıtjuk. n = 1 esetén a feltételek nem

teljesülhetnek, ı́gy az álĺıtás triviálisan igaz.

Használjuk a 5.3.1 Lemmát: létezik Hn ⊆ Gn páros gráf, melyre e(Hn) ≥ e(Gn)/2 és

minden csúcs H-beli foka legalább fele a G-beli fokának. Ha minden csúcsnak Hn-ben a

foka legalább E
2n

akkor

max(5ℓn1/ℓ, 50ℓ) ≤ E

2n

miatt C2ℓ ⊆ Hn a 5.4.5 Lemma miatt. Tehát ekkor C2ℓ ⊆ Gn.

Ha létezik w ∈ V (Hn), melynek a foka Hn-ben kisebb, mint E
2n

akkor ennek a csúcsnak

a foka Gn-ben kisebb, mint E
n
. Legyen Gn−1 = Gn − w. Megmutatjuk, hogy Gn−1-re

teljesülnek az indukciós feltételek vagyis

ℓ ≤ e(Gn−1)

100(n− 1)
és ℓ(n− 1)1/ℓ ≤ e(Gn−1)

10(n− 1)
.

Ekkor C2ℓ ⊆ Gn−1 és ı́gy persze C2ℓ ⊆ Gn. A feltételek valóban teljesülnek. Mivel

ℓ ≤ e(Gn)
100n

ı́gy

ℓ ≤ e(Gn)

100n
=

e(Gn)− e(Gn)
n

100(n− 1)
≤ e(Gn−1)

100(n− 1)
.

(Mivel w foka kisebb, mint e(Gn)/n.) Másrészt ℓn1/ℓ ≤ e(Gn)
10n

miatt

ℓ(n− 1)1/ℓ ≤ ℓn1/ℓ ≤ e(Gn)

10n
=

e(Gn)− e(Gn)
n

10(n− 1)
≤ e(Gn−1)

10(n− 1)
.

Tehát valóban teljesülnek a feltételek. Ezzel bebizonýıtottuk a tételt.

5.4.6 Megjegyzés. A k = 2, 3, 5 értékekre létezik konstrukció Gn gráfokra, melyek nem

tartalmaznak C2k kört és cn1+1/k élük van.
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