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Bevezetés

Gratulalunk, on a diszkrét matematika el6adéas jegyzetét tartja a kezében vagy a szamitégépe
képernyGjén vagy a tabletjén... Jelenleg, az eldadés jegyzetben szerepld tudas a jegyzet
lapjain van, a cél, hogy a tudas atkeriiljon a fejébe. Ha a transzfer nem sikeres akkor
semmivel nem ér tobbet a jegyzete mintha nem is lenne. Hogyan hasznéljuk? Javaslom,
hogy nyomtassa ki és vigye magaval az el6adasra és gyakorlatra. igy az eléadason nem kell
jegyzetelnie, esetleg extra informécidkat irhat a margéra. Ha a gyakorlatra viszi akkor
a feladatok megoldasaban tud segiteni. Ha tigy dont, hogy nem nyomtatja ki, akkor le-
galabb elore toltse le és legalabb tabletet hasznaljon. A wi-fi ugyanis nagyon gyenge a
termekben és egy okos telefon képernydjardl megérteni bonyolult dolgokat (jelolésekkel
egy masik oldalon) majdnem, hogy lehetetlen. Valdszintileg a legtobb amit igy elérhet,
hogy a gyakorlatvezetot elgondolkoztatja, hogy mennyivel jobb volt minden az okostele-
fonok kora el6tt.

Néhany szd a kurzus témaival kapcsolatban. Az elsédleges cél, hogy megtanuljuk
mas matematikai tertiletekrol jovo eszkozok hasznalatat diszkrét matematikai problémék
megoldasaban. Legfoképp linearis algebrat és valdszintiségszamitast, de egy kicsi analizist
is fogunk haszndalni. Kérek mindenkit, hogy gy6z6djiin meg a félév kezdetén, hogy alapos
tudéasa van ezeken a tertileteken, kiilonben allanddan el lesz veszve a szemeszter folyaman.
Megpréobaltam érdekes és szorakoztatd eredményeket 0sszegytijteni, de elsdsorban a modszerek
a fontosak. Ezek a moddszerek a diszkrét matematika kalapacsai és csavarhizoéi. Ez
a kurzus nem miivészettorténeti éra ahol mindig valamit nagyra kell tartani. Az sem
kiilonosebben érdekel ha valaki az egészet utalja, csak tanulja meg ezeket az eszkozoket
és modszereket hasznalni. Természetesen azért bizom benne, hogy mindenki érdekesnek
fogja taldlni a kurzust és élvezni tudja.

Ezen eloadés jegyzet idonként tobb anyagot tartamaz, mint amennyit el tudok mon-
dani az eldaddson. Egy * jeloli azokat a részeket, amelyek valdszintisithetéen nem fognak
szerepelni az eldadason. Ha id6 engedi valamely résziiket megprébalom elmondani az
el6adason. FEgyébként az érdeklédok bovithetik velikk a tudasukat vagy tesztelhetik a
megértésiiket ezen részekkel.

Néhany sz6 az eléadérdl. Nem teljesen katasztréfa. Ha kérdése vagy probléméja

van, kérje a segitségét. Egy csomo idot meg tud sporolni a kérdései megvalaszolasaval.



Még ez a csodalatos jegyzet sem képes direktbe megvélaszolni kérdéseket. igy megkérek
mindenkit, hogy ne legyen félénk vagy biiszke feltenni a kérdéseit.

Vannak més forrasok is amik tudnak segiteni ezzel a kurzussal kapcsolatban. Minden
fejezet elején felsorolok néhany cikket, konyvet a fejezettel kapcsolatban. Legtobb esetben

még csak konytarba se kell menni, mert a a legtobb ajanlott konyv elérhet6 interneten.

Sok szerencsét a targyhoz!



1. Spektral gratelmélet

Ebben a fejezetben minden graf egyszeri hacsaknem méasként nem jelezziik, tehat nincs-
enek hurok és tobbszoros élek. (A Laplace matrixrdl sz616 részben majd engedni fogunk
tobbszoros éleket.)

Az utolsé Laplace matrixrdl szolé résztol eltekintve a graf adjacenci matrixat fogjuk
vizsgalni. Egy G = (V, F) graf A(G) adjacencia métrixat a kovetkezéképpen definialjuk:

ez egy szimmetrikus |V| x [V]| méreti métrix, amelyet a csiicsokkal indexeliink:

{ 1 if (u,0) € B(G),
0 if (u,v) ¢ E(G).

Ha G vildgos a szovegkornyezetbdl akkor csak A-t frunk A(G) helyett.

A(G)uw =

)

Lényeges, hogy megértsiik mit jelent az A(G)-vel valé szorzés:

Z Auvxv: Z Ly,

veV (G vENg(u)

ahol Ng(u) az u csics szomszédainak halmaza G-ben. Tehéat az A(G)-vel valé szorzas
egyszeriien Osszeadja a csics szomszédain a szamokat és ezt frjuk a cstcshoz. Specialisan

ha x sajatvektora Atinak, vagyis, Az = Az akkor minden u cstcsra

= 2
vENG(u)

Linearis algebrabdl tudjuk, hogy ha A valés szimmetrikus matrix akkor a sajatértékei
valdsak és ki tudunk valasztani egy sajatvektorokbol all6 ortonormaélis bazist. Emlékezteto:
ha Az = Az és Ay = puy és A # p akkor z és y azonnal ortogondlisak egymdsra. Viszont
ha A = p akkor ez nem feltétleniil igaz, de ekkor is ki tudunk vélasztani ortogonalis
vektorokat a sajataltérbol.

Ezen fejezet {6 célja, hogy egy nagyon tomor bevezetést nytjtson a spektral grafelméletbe.
Azt szeretnénk megérteni, hogy hogyan fliggnek 6ssze az adjacencia métrix sajatértékei a
graf tulajdonsagaival. Példaul ki fog deriilni, hogy a legnagyobb sajatérték egy fokszam
jellegli dolog ami az atlag fokszam és a legnagyobb fokszdm kozott van. A tobbi sajatérték
a graf pseudorandomsagat illetve expanzidjat fogja meg.

Ajanlott irodalom:



A. E. Brouwer and W. H. Haemers: Spectra of Graphs [6]. A kényv egy korabbi verzidja

fenn van az interneten. Masik két ajanlott konyv:

J. Matousek: Thirty-three miniatures: mathematical and algorithmic applications of lin-

ear algebra [11]
R. Stanley: Topics in algebraic combinatorics [13]

Ezek is fenn vannak a neten. Utdbbi esetben az online verzd nem tartalmazza a
feladatokat. A konyvek mellet szeretném még felhivni a figyelmet a SageMath szoftver

adta lehetdségekre. Részleteket lasd az 1.6 részben.

1.1 Csak linearis algebra

Ebben a részben lényegében a Frobenius—Perron elméletet targyaljuk a mi esetiinkre
specializalva. Viszont csalni fogunk. Mivel a mi matrixaink szimmetrikusak, ezért egy

csomd esetben egyszertisiteni tudjuk a gondolatmeneteket.

Szamos alkalommal fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy egy n x n-es valds szimmetrikus
A maétrixhoz kivalaszthaté! egy ortonormdlt sajatbazis. Legyen w,, ..., u, ortonormdlis
sajatvektorok, amelyek A\ > --- > A\, sajatértékekhez tartoznak: A, = \u;, és (u;,u;) =

=17 =3
dij-
Kezdjiik néhany egyszerii megfigyeléssel.

1.1.1 Allités. Ha G eqgyszert graf A adjacencia mdtrizanak sajdatértékeire fenndll, hogy
S i =0 6s Y\ = 2¢e(G), ahol e(G) jeloli G éleinek szdmdt. dltaldban pedig > X az

hosszi zdrt sétdk szamat hatdarozza meg.

Bizonyitds. Mivel Giiben nincs hurokél, ezért
Mivel G-ben nincs tobbszoros él, ezért A? diagondlis elemi G fokszdmai. Tehat

DN =TeA? =) d; = 2e(G).

A harmadik 4llités is abbdl kovetkezik, hogy TrA’ éppen az ¢ hosszi zéart sétak szamat
adja meg. O

Felhasznélva az alabbi jol ismert 1.1.2 allitast finomitani tudunk a fenti allitason a

kovetkez6 modon. Az ¢ hosszu sétdk szama az i és j cstcsok kozott

k

' Az I méatrix minden bézisa sajatvektorokbdl all, de persze nem lesznek azonnal ortogondlisak.
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Itt a konstans ¢ (i, j) = wiptjk, ahol w, = (uik, Uok, - - -, Unk)-
1.1.2 Allitas. Legyen U = (u,,...,u,) és S = diag(Ay,..., \,). Ekkor
A=USU"

vagy ekvivalensen
n
A=Y Nuu!
i=1

Kovetkezésképp

n
6 _ ¢, T
A" = E Al -
i=1

Bizonyitds. Elészor is vegyiik észre, hogy UT = U~! mivel az u, vektorok ortonormalisak.
Legyen B = USUT. Legyen tovdbba e, = (0,...,0,1,0,...,0), ahol az i-edik koordinata
1. Ekkor

Bu, = USUTu; = USe; = (Mg, - - ., Aulty,)e; = A, = Au,.

Tehat A és B megegyezik egy bazison, tehat A = B. m
Kezdjiik el vizsgalni a legnagyobb sajatértéket és a hozza tartozo sajatvektort.

1.1.3 Allitas. Kévetkezd azonossdg fenndll:

TA
A\ = max 2zl Az = max %
lzl|=1 20 ||z]]

Tovdbbd ha valamely x vektorra z¥ Az = \i||z||?, akkor Az = \z.

Bizonyitas. frjuk fel az x vektort az uy,...u, bazisban: z = aju, + --- + a,u,,. Ekkor
z||? =31 a? és 2T Az = > | \ia?. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy

1
n n
Az =) Mol <M ) af = Alz]]”
i=1 i=1
Mésrészt ul Au, = A\i||u,|[>. Tehét

TA
A\ = max z! Az = max %
l2l[=1 20 ||z|]
Most tegyiik fel, hogy 7 Az = A\||z||*> valamely z vektorra. Feltételezve, hogy A\, =
s = A > A1 > - 2> Ay, a fenti szdmolas azonnal adja, hogy apy1 = - =, =

0.
Tehdt x = aqu; + -+ - + gy, és igy Az = \z. O

1.1.4 Allitas. Legyen A eqy memmnegativ szimmetrikus mdatriz. Ekkor létezik eqy nem

nulla x = (xy,...,,x,) vektor, melyre Az = Mz és x; > 0 minden i esetén.



Bizonyitds. Legyen u; = (u11,u12, .. .,u1,). Tekintsikk a x = (Jugq], |uizl, ..., |u1n|) vek-
tort. Ekkor ||z|| = |Juy|| =1 és

" Az > uf Auy = Ay
Ekkor 27 Az = )\, és az elébbi 4llitds szerint Az = \z. Tehdt z teljesiti a feltételeket. [

1.1.5 Allitas. Legyen G egy osszefiiggd grdf, és legyen A az adjacencia mdtriza. Ekkor
(a) Ha Az = Mz és x # 0 akkor x egyetlen eleme sem 0.

(b) A Ny multiplicitdsa 1.

(¢) Ho Ax = Mz és x # 0 akkor x minden elemének megegyezik az eldjele.

(d) Ha Az = Az valamely A\-ra és x; > 0, ahol x # 0 akkor A\ = A;.

Bizonyitds. (a) Legyen x = (x1,...,%,) ésy = (|z1],...,|zs]). Mint eddig ||y|| = ||z]|, és
y Ay > 2" Az = M||z]* = M Iyl

Tehat

Legyen H = {i |y; =0} és V \ H = {i |y; > 0}. Indirekt médon tegyiik fel, hogy H nem
tires. Vegyiik észre, hogy V \ H nem iires, mert x # 0. Mdsrészt nem mehet él H és
V'\ H kézott: haie H és j € V\ H és (i,5) € E(G), akkor

0=y =Y ayy; >y; >0
J
ellentmondds. De ha nincs él H és V' \ H kozott akkor G nem Osszefiiggd ami ellentmond
a tétel feltételének. Tehat H-nak iiresnek kell lennie.

(b) Indirekt tegyiik fel, hogy Az, = Az és Azy = \z,, ahol x; és z, fiiggetlen vektorok.
Ekkor az (a) rész szerint, az x; elemei nem 0-k, vagyis valaszthat6 egy konstans ¢ gy,
hogy az x = x, — cx; vektor els6 eleme 0 legyen. Vegyiik észre, hogy Ax = Mz és x # 0

mivel z, és z, fiiggetlenek. De ekkor z ellentmond az (a) résznek.

(c) Ha Az = Mz, és y = (o], ..., |zn|) akkor lattuk kordbban, hogy Ay = Aiy. A (b)
rész szerint az x és y vektorok linedrisan Osszefiiggéek vagzis x =y vagy x = —y. Az (a)

rész szerint nincs 0 eleme a vektornak, igy ez bizonyitja az allitasunkat.

(d) Legyen Au, = A\uy. A (c) rész szerint minden eleme azonos eléjelii. Feltehet6, hogy ez
pozitiv mivel u,-et lecserélehtjiik —u,-re. Indirekt tegytik fel, hogy A # ;. Mivel X # )\,
ezért x és u, ortogondlisak, viszont ez nem lehet, mert z és u, elemei nem-negativak,
tovabba u, esetén pozitivak, és x # 0. Ez az ellentmondas mutatja, hogy A = A;.

O



Tehét a (c) rész mutatja, hogy hogyan ismerhet6 fel a legnagyobb sajatérték a hozza

tartozo sajatvektorbdl: az elemei pozitivak (pontosabban azonos eldjeltiek.)

1.1.6 Allitas. (a) Legyen H egy részgrdfja G-nek. Ekkor M\j(H) < M\(G).
(b) Tovabbd ha G dsszefiiggd és H valodi részgrdaf akkor \i(H) < M\ (G).

Bizonyitas. (a) Legyen z egy olyan 1 hosszu sajatvektora H adjacencia matrixdnak,

melynek elemei nemnegativak. Ekkor

M(H) =2"A(H)z < 2" A(G)z < max 2T A(G)z = M (G).

llzl|=1

A fenti szamolasban ha H-nak kevesebb csiicsa van akkor kiegészitjiikk 0-kal a maradék

csticsokon és ezt az 4j vektort is z-szel jeloljiik, hogy legyen értelme a 27 A(G)z-nek.

(b) Indirekt tegyiik fel, hogy A (H) = A\ (G). Ekkor egyenléségnek kell dllnia a fenti
szdmoldsban. Specidlisan, 27 A(G)z = A\ (G). Ez azt jelenti, hogy z sajatvektora A(G)-
nek is. Mivel G Osszefiiggd ezért x minden eleme pozitiv az el6z6 lemma (c) része szerint.
Viszont ekkor 27 A(H)z < 27 A(G)z, ellentmondés. O

1.1.7 Allitas. (a) Fenndll. hogy |A,| < A1
(b) Legyen G dsszefiiggd graf és tegyiik fel, hogy —\, = A\1. Ekkor G pdros grdf.

(c) G pontosan akkor pdros grdf ha spektruma szimmetrikus a 0-ra.

Bizonyitds. (a) Legyen x = (x1,...,x,) egység hosszi sajatvektor ami \,-hez tartozik,

és legyen y = (|z1], ..., |zn]). Ekkor

An| = |z Az| = ‘Z A3 TiT;

< Zaij|xinj| =y Ay < max 2" Az = Ay

llzll=1""
(Masik bizonyitds adhaté a kovetkezd észrevétellel: 0 < TrAY = STAL Ha [\, > A
akkor elég nagy ¢ paratlan szamra azt kapjuk, hogy S\ < 0.)

(b) Mivel Ay > .-+ > \,, a feltétel csak akkor allhat fenn ha A\; > 0 > \,. Megint
legyen x = (v1,...,m,) egység hosszi sajatvektor ami \,-hez tartozik, és legyen y =
(|z1], ..., |zn]). Ekkor

M =l = lo" Ax| = [3 agair,

< S agilailag] = y" Ay < TAz =\
< aglwillal =y y<mexzAz=X

Egyenléségnek kell dllnia mindenhol. Specidlisan y pozitiv sajdtvektor ami A;-hez tar-
tozik, és minden a;;x;x; ugyanolyan eljele van ami csak negativ lehet, mert A, < 0.
Tehat minden élnek a V= = {i | z; < 0} és VT = {i | 2; > 0} halmazok kozott kell

mennie. Tehdt G paros graf.

(c) Elészor is ha G péros graf A és B szinosztalyokkal akkor a kovetkezd egy linedris

bijekcié a A és a —A-hoz tartoz6 sajdtalterek kozott: ha Az = Az akkor legyen y az
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a vektor ami megegyezik z-szel A-n és —zx-szel B-n. Konnyt ellendrizni, hogy ez egy
—A-hoz tartozé sajatvektor.

Most tegyiik fel, hogy a spektrum szimmetrikus a O-ra. A csicsok szaméra vald in-
dukcioval bizonyitjuk, hogy G paros graf. Mivel G sajatértékeinek halmaza az osszefliggod
komponenseinek sajatértékeinek halmaza, ezért 1étezik egy H 0Osszefiiggé komponens,
melyre A\pin(H) = Ain(G). Vegyiik észre, hogy A (G) = [ Aun(G)| = [Amin(H)| <
M (H) < M\ (G) kovetkezik, hogy A (H) = —Amin(H). Mivel H Osszefiiggd ezért H péros
graf és {gy a spektruma szimmetrikus a 0-ra. Ekkor a G\ H spektruma szimmetrikus a

O-ra. Indukci6 szerint G \ H péros graf. Ekkor G paros graf. O]
1.1.8 Allit4s. Legyen A\ a legnagyobb fok, és legyen d az dtlag fokszdm. Ekkor
max(VA,d) < \; < A.

Bizonyitds. Legyen v = (1,1,...,1). Ekkor

\ s A 2¢(G) 5
FT P ‘

n

Mivel Aa legnagyobb fok G tartalmaz egy K a részgrafként. Tehat
M(G) > M(Kia) = VA.

Végiil legyen x egy Ai-hez tartozo sajatvektor. Legyen z; a legnagyobb abszolut értéki

eleme a vektornak. Ekkor
Nallzil = 1) ages| <7 agle] < agle] < Al
J J J

Tehat Ay < A. [l

1.1.9 Allitas. Legyen G eqy d-requldris graf. Ekkor Ay = d és a multiplicitdsa megeqyezik
az 0sszefliggd komponensek szamdval. Tovabbd minden d-hez tartozo sajdtvektor konstans

az 0sszefiggd komponenseken.

Bizonyitds. Az els6 allitas azonnal kovetkezik az el6zo allitasbol, de a masodikbdl is
igy bizonyitsuk ezt. Legyen x egy d-hez tartozd sajatvektor. Megmutatjuk, hogy ez
Osszefiiggd komponensen konstans. Legyen H egy Osszefliggd komponens, és legyen ¢ =
max;ey (i) i, legyen tovabba V. ={i e V(H) | x; =c} s V(H)\ V. ={i e V(H) | 2; <
c}. Ha V(H) \ V. nem {ires lenne akkor létezne egy (i,7) € E(H) él, melyre i € V,,
jeV(H)\ V.. Ekkor

dc:d:):,-:Zkaxj+ Z xp < c+(d—1)c=dc,

keN(3) kEN(i)k#]

ellentmondés. Tehéat x konstans az egyes komponenseken. O



1.2 Expanderek és pseudorandom grafok

Ebben a részben G mindig d-regularis graf lesz. Ennek a részben azt tanulményozzuk,
hogy A\ és A\, hogyan méri a graf véletlenségét.
Legyen S, T C V(G). Legyen

e(S,T) = |{(u,v) € E(G) |[ue S, veT}|.

A fenti definiciéban S és T' nem feltételiil diszjunkt. Példaul ha S = T akkor e(S,S)
az S altal feszitett élek szamanak kétszerese. Ha G egy véletlen graf lenne akkor arra

szamitanank, hogy e(S,T) ~ d%.

1.2.1 Tétel. Legyen G eqy d-reguldris graf n csicson d = A\ > Ao > -+ > A\,
sajdtértékekkel. Legyen S, T C V(G) olyan, hogy SUT =V (G) és SNT = (). Ekkor

|S|IT|

SIIT|

(d—Ag)—— "

<e(S,T)<(d—M\)
Miel6tt bebizonyitjuk ezt a tételt sziikséglink lesz egy lemmara.

1.2.2 Lemma. Legyen A eqy valos szimmetrikus mdtric \y > Ay > - -+ > N, sajdtértékekkel

és hozzajuk tartozo uy, ..., u, ortonormdlt sajdtvektorokkal. Ekkor

(a)

T Az \
min —— = \,.
a0 |lzf2 "

(b)

T Az
max ———-- = Ag.
el ||z]]

Bizonyitds. (a) Legyen x = cquy + - -+ + au,,. Ekkor

n n
Az =" Nal >N ) ol =Nz
=1 =1

Mésrészt, ul Au, = \,||u,||*. Ezzel bebizonyitottuk az (a) részt.

(b) Megint legyen x = aju; +- - -+ anu,. Mivel z L u, azt kapjuk, hogy o = (z,u,) = 0.

Ekkor . . .
2" Az = Z&a? = Z&O&? < A Zaf = Dol |z,
Mésrészt ul Au, = Ao||u,||?. Ezzel bebizonyitottuk az (b) részt. O

Bizonyitds. [Tétel bizonyitdsa.] Legyen |S| = s és |T'| = t. Tekintsiik azt az z vektort

mely az S elemein ¢ értéket vesz fel, mig a T" elemein —s értéket. Ekkor z meréleges az



1 vektorra, valéban |S|t — |T'|s = 0. Vegytik észre, hogy u, = \/Lﬁl igy x mer6leges az u,

vektorra. Tekintsiik a kovetkezd Osszeget:
Y. (mi—w)t=d)y of-2 ) way=dljal]® -2 Az
(1.)€E(G) i=1 (1.5)€E(G)

A lemma szerint
(d = Xo)lz]|* < dlf2]|* — 2" Az < (d — ) |lz]]*.
Masrészt
Z (zi — ;) = e(S,T)(t — (—5))* = e(S,T)(s +1)* = e(S, T)n’.
(4,5)€E(G)

Vegyiik észre, hogy
|z||* = ts* + st* = st(s + 1) = stn.

Tehat
(d — Xo)nst < e(S,T)n* < (d — \,)nst.

Miés szavakkal

t t
(d=X)> < e(S,T) < (d = M)

1.2.3 Definicié. Legyen S C V(G). Az S szomszédjainak halmaza
NS)={ueV(G)\S|IveS: (uv) e EG)}

1.2.4 Definicié. Egy G gréfot (n, d, ¢)-expandernek neveziink ha |V(G)| = n, d-—reguléris
és
IN(S)| = ¢]S]

minden olyan S halmazra amire |S| < n/2.

Intuitivan, minél nagyobb a ¢, annél jobb a hélozatod (a G grifod): ha van egy

pletykad annal gyorsabban terjed minél jobb expander a graf.

1.2.5 Tétel. Egy d-reguldris G grdf n csicson (n,d,c)—expander a kivetkezd ¢ értékkel:

_ d=)X2
C = 5

Bizonyitds. Legyen S C V(G) ahol |S| < n/2. Legyen T'= V(G) \ S, vegyiik észre, hogy
|T'| > n/2. Ekkor
e(5,T) = e(S,N(S)) < dIN(S)|.

A 1.2.1 tétel szerint

1
> (d — >\2)|5|§'



Tehat
d— Xy

2

dIN(S)| = |51,

Vagyis
d— )Xo
>

— 2

IN(S) |S] = ¢lS].
A d — Ay mennyiséget spektralis hézagnak hivjuk.
Nézziink meg egy masik kovetkezményét a 1.2.1 tételnek. El6szor kezdjiik egy definicioval.

1.2.6 Definicié. Egy S C V(G) halmazt figgetlen halmaznak hivunk ha egy iires
részgrafot feszit. (Vagyis e(S,5) = 0.) A legnagyobb fiiggetlen halmaz méretét jelolje
a(G).

1.2.7 Tétel. (Hoffman-Delsarte becslés) Legyen G egy d—requldris grdf n csicson d =
AL > g > - > N\, sajdtértékekkel. Ekkor

— A
< .
@)= g

Bizonyitds. Legyen S egy legnagyobb fiiggetlen halmaz, és T'= V(G) \ S. Ekkor |S| =
a(@), és e(S,T) = d|S| = da(G). A 1.2.1 tétel szerint

e(S,T) < (d— M@.

Tehat

a(G)(n — a(G))

da(G) < (d = a) R

Osszunk a(G)-vel és szorozzunk n/(d — A, )-vel, ekkor azt kapjuk, hogy
nd

<n-— .
d_)\n_n a(@)
Tehat \
-\,
G) < "
o )_d—An

[]

A Hoffman-Delsarte becslés meglepden pontos egy halom esetben. Nézziink egy picit
furcsa alkalmazasat. Egy F = {A;, Ao, ..., A, } csalddot metszének hivunk ha A;NA; #
(). Tegyiik fel, hogy A; C {1,2,...,n}, és |A;| = k minden i esetén. A kérdés a kovetkezo:
legfeljebb mekkora lehet az {1,2,...,n} egy k-elemii halmazaibdl 4116 csalad? Ha k > n /2
akkor barmely két k-elemii halmaz metszi egymast, igy a kérdés trivialis. Tegyiik fel,
hogy k < n/2. Ekkor egy jé jelolt az az JF; csalad, amely azon halmazokbdl all, amelzek
az l-et tartalmazzédk vagy barmely fix elemet. Ekkor |Fj| = (Zj) Erdés, Ko and
Rado bebizonyitottdk, hogy tényleg ez a legnagyobb metsz6 halmaz k-elemii halmazokbdl.
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Valéjaban ok azt is belattak, hogy ha n > 2k akkor egy (Zj) méretli metsz6 csalad
tartalmaz egy rogzitett elemet. Ha n = 2k akkor ez nem igaz: barmely olyan csaldad
ami nem tartalmaz egy halmazt és komplementerét egy idejiileg meg fog felelni. Most
mi azt a gyengébb allitast bizonyitjuk, hogy (Zj) valéban egy fels6 becslés (és valdjaban
csalunk, mert egy nagyon nem trividlis allitast csak hivatkozni fogunk).
Definidljuk a kovetkez6 G grafot: csicsai legyenek az {1,2,...,n} k-elemii részhalmazai

és két csucsot kosstik 6ssze ha a megfelel halmazok diszjunktak. Ezt a gréafot Kneser(n, k)
grafnak hivjdk. Egy fliggetlen halmaz ebben a grafban megfelel egy metszé halmazrend-
szernek. A kovetkezo tétel ezen graf spektrumardl nagyon nem trivialis, de megtalalhato
az aldbbi konyvben: C. Godsil and G. Royle: Algebraic graph theory, 200. oldal.

1.2.8 Tétel. A Kneser(n, k) graf sajdtértékei

(")

ahol i = 0,.... k. Az (”;k) multiplicitdsa 1, a (—1)’(";2_1) sajdatérték multiplicitdsa
(7) = (1) hai>1.

(2
Vegyiik észre, hogy a Kneser-graf (";k)—regulziris, és az elozo tétel szerint a legkisebb
n—k—1

sajatértéke —( ol ) Ekkor a Hoffman-Delsarte becslés szerint

("o ) ()
(") + )
() ()0

e ey ()~ (0)

Voila! Valészintileg ez a legbonyolultabb bizonyitasa az Erdos-Ko-Rado tételnek, de van

a(Kneser(n, k)) <

Vegyiik észre

itt a nevezo

Tehat

néhany hasonlé tétel amelynek csak olyan bizonyitasa ismert amely keresztiil megy egy

hasonléan definialt graf sajatértékein.

Térjink vissza az e(S,T) becsléséhez d-regularis grafokban. A kovetkezd tételt ex-

pander mixing lemmanak hivjak.

1.2.9 Tétel (Expander mixing lemma). Legyen G egy d-reguldris grdf n csicson d =
A1 > g > - >\, sajatértékekkel. Legyen A = max(| Az, ..., | \n]) = max(|As], [An])-
Legyen S, T C V(G), ekkor

T
e(s. ) — a2 <\ TSI

n

12



Bizonyitds. Legyen g és xr az S and T halmazok karakterisztikus vektora: vagyis

Xs(u) =1 hau € S és 0 egyébként. vegyiik észre, hogy
6(57 T) = XgAXT

irjuk fel az xs és xr vektorokat az u,,...,u, ortonormélt sajatbazisban. Valasszuk u,-et

\/iﬁl vektornak. Legyen xs =Y . auu; és xr = y ., fiu,;. Ekkor

x?AxT = Z i 3;.

i=1

Itt a1 = (xs,u;) = %, és hasonléan f; = (xr,u,) = % Tehét

S| |T S||T
sy = alSLITL_ I
Tehat
T
e(S,T) — |S||| ZAZ i
Ekkor
s _ STl _ W8l < 1
e(8,T) = d= | = > Nl SAD oIl
=2 =2

hasznaljuk a Cauchy-Schwartz egyenlotlenséget:

n n 1/2 n 1/2
> el < (Z\%’P) (Z\@F) :
=2 i=2 i=2

Most egy kicsit nagyvonaliak lesziink:

" /2 ;. 1/2 n 2 ;. 1/2
(zw) (zw) s(zw) (zw) _
1=2 1=2 =1 =1

= [Ixsll - llxrll = [S]V2[T]'2.

Tehat

‘e(S,T) —d|S|T|ZT|‘ < \W/[ST.

O

Ha nem lettiink volna nagyvonaltiak a végén kicsit erésebb allitast is bizonyithattunk

‘e(S,T)—d‘SLﬂ‘ <|S| ’SP) (|T| lj;f)

felhasznélva, hogy a; = \'% és [ = %

volna:
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1.2.10 Megjegyzés. Egy grafot (n, d, \)-pseudorandomnak neveziink ha d-regular graf n
csicson és max(|Az|, [An]) < A. (Pdros grafok eseteén érdemes a definiciét gy médositani,
hogy A2 < A mivel a spektrum szimmetrikus a O-ra, igy a —d mindenképpen sajatérték
ekkor, mi azonban ezt nem fogjuk megtenni.). Rengeteg olyan tételnek amely tgy
hangzik, hogy egy random d-reguléris grafnak megvan a P tulajdonsiga nagy valoszintiséggel
létezik egy analdgja mely szerint egy (n,d, A)-pseudorandom graf kis A\ esetén P tulaj-

donsagu. Ilyen a kovetkezd F. Chung tétele is.

1.2.11 Tétel. Legyen G egy (n,d, \)-pseudorandom grdaf. Ekkor G dtmérdje legfeljebb

log(n — 1)
ot |

Bizonyitds. Azt kell bizonyitanunk, hogy létezik egy r < ['&=D

| + 1, hogy tetszéleges

log
1 és j csucsok tavolsaga legfeljebb r. Mas szavakkal, 1étezik egy legfeljebb r hosszu séta

i és j végpontokkal. Tehdt elegend6 azt bizonyitani, hogy (A”);; > 0. Masrészt tudjuk,
hogy

n
(A")ij = ) ik,
k=1

ahol w, = (Ui, ..., unk). Szokds szerint u,,...,u, sajatvektorokbdl allé ortonormaélis
bazis: Au, = \u,;, and u; = \/Lﬁl. Ekkor
T
uiluﬂ/\{ = —

Tehat elegendd azt bizonyitani

T
< —
n

n

T

E uikujk)\k
k=2

for some r < [%] + 1.
A

os(2)

n n 1/2 n 1/2
SN el g < A7 (Z |uik|2> (Z |ujk|2> =
k=2 k=2 k=2

n
2 : r

Uiku]'k)\k
k=2

n /2 /o, 1/2
=N (Z Juie|? — ) (Z g2 ) =
k=1 k=2

1\ /2 1\ /2 1
(i)D" ()
n n n

A miésodik egyenlotlenség az egy Cauchy-Schwartz egyenl6tlenség. Utana pedig fel-

hasznéltuk, hogy U = (uy,...u,) matrix sorvektorainak hossza 1. Ez azért igaz, mert
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az osylopvektorok ortonoramlitdsabdl kovetkezik a sorok ortonormalitasa. (Valéban,
U-UT = I-b6l kovetkezik UT - U = I.) Ekkor

1 dr

A (1 - —) < —

n n
valéban teljestil r = [%1 + 1 esetén. O

BN

Az el6z6 tételekbdl vilagos, hogy minél kisebb a A anndl jobb pseudorandom tulaj-
donsaga van G-nek. igy természetesen adédik a kérdés, hogy mi a legjobb amit el tudunk
érni. A Ky sajatértékei d, (—1)@, de a probléma ezzel az, hogy ez csak egy graf. Mi
torténik, hogy ha azt koveteljiik, hogy a graf nagy legyen. Az alabbi Alon-Boppana tétel

szerint 2v/d — 1 egy természetes hatar.

1.2.12 Tétel (Alon-Boppana). Legyen (G,) d-requldris grdifoknak egy sorozata, melyre
\V(Gy)| — oo. Ekkor
liminf Ao (G) > 2vVd — 1.

n—o0

Mads szavakkal ha s < 2v/d — 1 akkor csak véges sok olyan d—reguldris grdf van, melyre
)\2 S S.

Mi egy kicsit erésebb allitast fogunk bizonyitani, ami Serretol szarmazik.

1.2.13 Tétel (Serre). Minden ¢ > 0 és d pozitiv egészre létezik eqy ¢ = c(e,d) > 0 dgy,
hogy minden d-requldris G grdfra, azon X sajdtértékek szdma, melyre X > (2 —e€)y/d — 1
legalabb c|V (G)|.

Serre tételébol valéban kovetkezik az Alon-Boppana tétel mivel minden s < 2v/d — 1
esetén valaszthatunk egy e szamot, melyre s < (2—e)v/d — 1, ekkor ha |V (G)| > 2/c(e, d),
van legaldbb két sajatértékiink ami s-nél nagyobb (az egyikiik d), igy A\o(G) > s. Serre

tételének kovetkezd bizonyitasa S. Cioaba-tdél szarmazik.

Bizonyitds. A bizonyitas alapétlete, hogy par, = > | A?¥ nem lehet tl pici. Emlékeztetd:
P a 2k hosszu zart sétakat szamolja meg. Megmutatjuk, hogy tetszéleges v csucsra a
v-b6l indulé 2k hosszu zéart sétdk szama, Wo(v), legaldbb akkora, mint a végtelen d—
regularis T, faban egy fix gyokér csticsbdl indulé 2k hosszu zart sétak szama.

Tekintstik a kovetkezd végtelen d-regularis fat: legyenek a csicsai olyan v-bdl indulod
sétakkal cimkézve melyek sosem lépnek azonnal vissza abba a csticsba ahonnan jottek.
Az ilyen sétakat non-backtracking sétaknak hivjak. Példaul 149831 egy ilyen séta, de
példaul 1494 nem, mert a 9 utan egybol visszalépiink 4-be. Két non-backtracking sétat
osszekotiink egy éllel ha az egyik egy 1épéses kiterjesztése a masiknak.

Vegyiik észre, hogy minden fabeli zart séta megfelel egy zart sétanak az eredeti graban.
Példdaul 1,14,149,14,1 megfelel 1,4,9,4, 1-nek. (Bizonyos értelemben ezek a magatdl
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10 9 1

12 13 14

| l l
1256 ' | 1498

érthetodd zart sétak.) Masrészt vannak G-beli zart sétak, amelyek nem zart sétdk a
faban, ilyen példdaul az 149831. Jelolje rox a végtelen d-regularis faban a gyokér csicsbol

a zart sétak szamat. Eddig azt lattuk, hogy

p =Y, Wa(v) > nry.
veV(Q)

Konnyen lehet pontos képletet adni rop-ra, de nekiink elég lesz egy egyszeri alsé becslés
amivel konnyen tudunk szamolni. Ilyen alsé becslés a kovetkezo:

2%

L

1
o2 1d(d — ) s ————(2Vd — 1)*,

(k+ 1)

A masodik egyenlotlenség kovetkezik a Stirling formulabdl igy elegend6 megérteni az elsé

egyenldtlenséget. Egy zart sétat a faban elkodolhatunk a kévetkezéképpen: leirunk egy
1-et ha lefelé 1épiink (vagyis a gyokértél tdvolodunk) és —1-et ha felfelé 1épiink (vagyis
a gyokér felé), tovabbd d — 1 vagy d iranyba mehetiink ha lefelé 1épiink. Pontosabban d
iranyba léphetiink ha a gyokérbe vagyunk és d — 1 iranyba egyébként. (Nekiink a d — 1
alsé becslés elegendd lesz.) Vegyiik észre, hogy pontosan k-szor 1épiink lefelé és k-szor
felfelé. igy az iranyok sorozatat legalabb d(d — 1)*~! féleképpen valaszthatjuk meg. A
+1 sorozatra két feltétel van: (i) pontosan k darab 1 és k darab —1 van kozottiik, (ii)
az elsé néhany elem Osszege nem lehet negativ (nem mehetiink feljebb, mint a gyokér):
S1+ 824 -+ s; > 0 minden 1 < i < 2k esetén, ahol s; = £1 asyerint, ho%%/ az i. 1épés
felfelé vagy lefelé torténik. Az ilyen sorozatok szama a Catalan-szamok: +24. Ezt els

kt1°
éves véges matematika targy keretében lattuk.

Most méar készen allunk, hogy befejezziik a bizonyitast felhasznalva, hogy

Do > ﬁ(wd 1)

minden £ esetén. Legyen m az olyan sajatértékek szama, melyre (2—e)+/d — 1. Tekintsiik

a kovetkez6 Osszeget:
n

> (d+ 1),

i=1
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ahol t egy késobb megvélasztandé pozitiv egész szam. Vegyiik észre, hogy 0 < d+\; < 2d,

tehat

n

D (d+ 1) <m(2d)” + (n—m)(d+ (2 — e)Vd - 1)*.
i=1
Masrészt a binomialis tételbdl kapjuk, hogy

i d+ ) iz (zt) FINT = Z <2t) & (i Af”’) .
=1 i=1 j=0 7=0 J i=1

Hasznaljuk, fel, hogy pp = >

i=1""

5 (e (50) = S (e () -

7=0

Z (Qé)dmw_ =g 22(%)* SCEE

29

((d+2va=1)% + (d- 2\/—))

2(t +1)2 2(t +1)2
Tehat azt kapjuk, hogy
m2d)* + (n —m)(d+ (2 — e)Vd — 1)* > Q(ti—l)zu +2vd— 1),
Eszerint
@> t+1)2(d+2\/ )2t (d+(2—¢e)vd— 1)2t
n - (2d)* — (d+ (2 —e)Vd —1)* '

Vegyiik észre, hogy

( d+2V/d—1 >2t
d+(2—¢e)vd—1
sokkal gyorsabban n6, mint 2(t + 1), {gy valaszthatunk egy ¢y szdmot, melyre
2(t e ——————(d+2Vd— 1) — (d+ (2 —)Vd —1)* > 0.

0

Ekkor
t+1)2(d+2\/ )2t0_(d+(2_5)\/d—1)2t0

(2d)% — (d+ (2 — e)/d— 1)

cle,d) =

teljesiti a tétel feltételeit.

" (d+2Vd—1)*,

A¥ >0 ha k pdratlan és py, > (e 1 (2v/d — 1)%. Tehat

]

1.2.14 Megjegyzés. Egy d-regularis G nem paros grafot Ramanujan—grafnak hivjuk
ha Ao, [\, < 2v/d—1. Ha G péros graf esetén akkor hivjuk Ramanujan—grafnak ha
Ay < 2v/d — 1. Ismert, hogy minden pozitiv egész d-re 1étezik végtelen sok d-reguléris

paros Ramanujan—graf, ez A. Marcus, D. Spielman és N. Srivastava tétele. Masrészt ha

G nem péros graf akkor a tudasunk némileg limitalt: ha d = p® + 1, ahol p prim akkor

létezik d-regularis Ramanujan—grafoknak egy végtelen csalddja. Az a sejtés, hogy egy

random d-regularis graf csucsszamtol fiiggetlen pozitiv valdszintiséggel Ramanujan.
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1.3 Ero6sen regularis grafok

Ebben a részben erdsen regularis grafokat fogjuk vizsgdli. Ez egy nagyon specidlis
grafosztdly. Erdsen regularis grafok gyakran nagyon szimmetrikusak és linearis algebrai

eszkozokkel kiilonosen jol lehet vizsgédlni Oket.

1.3.1 Definicié. Egy G gréaf er6sen reguléris (n,d,a,b) paraméterekkel ha n csicsa
van, d-regularis, két Osszekotott csicsnak pontosan a kozos szomszédja van, mig két

osszekotetlen csucsnak pontosan b kozos szomszédja van.

Példaul a 4 hosszi kor erésen regularis graf (4,2,0,2) pareméterekkel, mig az 5
hosszi kor erésen regularis graf (5,2,0,1) pareméterekkel. Ha k& > 6 akkor egy k
hosszii kor sosem erésen reguldris graf. A Petersen-graf erésen reguléris graf (10,3,0,1)

pareméterekkel.

A kovetkez6 célunk, hogy taldljunk feltételeket az (n,d, a,b) paraméterekre, amelyek

mellett 1étezhet erdsen reguléris graf. Az els6 nagyon egyszeri.

1.3.2 Allitas. Legyen G erdsen reqularis grdaf (n,d,a,b) paraméterekkel. Ekkor
dd—1—a)=(n—d—1)b.

Bizonyitds. Legyen u egy rogzitett cstcs. Szamoljuk meg azon (v, v9) csicspéarok szamat,
amelyekre a kovetkez6 feltételek teljesiilnek: (u,v,) € E(G), (v1,v2) € E(G) és (u,v9) ¢
E(G), és vy, vy # u.

A vy csucsot d féleképpen valaszthatjuk. Ezutan a vy csiics nem lehet u és a v olyan
szomszédja ami nincs u-val 0sszekdtve, erre van d — 1 — a lehetdséglink. Tehat Osszesen
d(d — 1 — a) ilyen cstcspéarunk van.

Masrészt tgy is szamolhatunk, hogy vy csicsot n — d — 1 féleképpen valaszthatjuk
mivel nem vélaszthatjuk az u csicsot valamint a szomszédjait. Miutan megvalasztottuk
Vo csucsot a vy csics megvalasztasara b lehetoséglink van, mert vy az u és a vy kozos
szomszédja.

Tehét d(d —1—a) = (n—d—1)b. O

Kovetkezo 1épésként szamoljuk ki egy erOsen regularis graf sajatértékeit és multi-
plicitasait. Az fog kidertilni, hogy egy erdsen regularis grafnak csak 3 kiilonbozo sajatértéke
van és az az egyszeru tény, hogy a multiplicitdsoknak egésznek kell lennie nagyon erds

feltételt szab az (n,d,a,b) paraméterekre.

Egy egyszerii G grafra az A% elemeinek nagyon egyszerl jelentése van. A diagonalis
elemek a fokszdmok, esetiinkben ez d mindenhol. Mdasrészt i # j esetén (A?);; az i és j

csucsok kozos szomszédainak szama, ami a vagy b aszerint, hogy az ¢ és j csticsok Ossze
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vannak kotve vagy sem. Tehat az A%+ (b—a)A matrixban d van az 4tl6ban és b mindenhol
mashol. Tehat
A%+ (b—a)A — (d—b)I =bJ,

ahol J a csupa 1-bol all6 métrix.

Tegyiik fel, hogy Az = Az, ahol x = (x4, ..., z,). Ekkor
(A +(b—a)A—=(d=b))z= N+ (b—a)\~ (d—D))z,

mig
n

bJz =b()  xi)lL.

i=1
osszehasonlitva az i-edik koordinatédkat azt kapjuk, hogy

n

(A + (b= a)A = (d—b))a; = b()_ ).

i=1
Ha A% + (b — a)\ — (d — b) # 0, akkor minden z; megegyezik, és szimplan megkapjuk a
szokdsos d-hez tartozé sajatvektort. Minden mds esetben A? + (b — a)\ — (d — b) 0-val

egyenlének kell lennie, tehat

)\:)\i:a—b:t\/(a—zb)Q—l—ll(d—b).

Azt konnyti 1atni, hogy ha G nem 6sszefiiggd akkor egyszertien néhény K4, unidja. Mivel

ez nem tul izgalmas, igy feltehetd, hogy G 0Osszefiiggé. Ebben az esetben tudjuk, hogy
d multiplicitdsa 1. Legyen m, és m_ a maéasik két sajatérték multiplicitdsa. Mivel a
sajatértékek szama n, ezért

1+my+m_ =n.
azt is tudjuk, hogy TrA = 0, igy
O0=TrA=1-d4+mi Ay +m_A_.

Ebbdl azt kapjuk, hogy

1 . 2d+ (n—1)(a — )
e ( 1¢\/(a—b)2+4(d—b)>'

Foglaljuk o6ssze eredményeinket egy tételbe.

1.3.3 Tétel. Legyen G dsszefiiggd erdsen requldris grif (n,d, a,b) paraméterekkel. Ekkor
a sajatértéker d 1 multiplicitdssal, és
a—0b=+/(a—0b)2+4(d—D)

)\i_ 2 )

multiplicitasuk pedig

B 2d+ (n—1)(a — D)
(n b \/(a—b)2+4(d—b)>'
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Példaként kiszamolhatjuk a Petersen-graf sajatértékeit. Mivel ez erdsen reguléris graf
(10, 3,0,1) paraméterekkel azonnal kapjuk, hogy sajatértékei 3,1 és —2, ahol a multi-
plicitasok my, = 5, m_s = 4.

Az a feltétel, hogy m. nemnegativ egészek meglehetésen erds feltétel, ezt hivjdk
integralitasi feltételnek. Alkalmazasként lassuk mely erdsen regulédris graf paraméterei
(n,d,0,1). Mar lattuk, hogy az 5 hosszi kor és a Petersen-graf ilyen grafok d = 2 és
d = 3-mal. Igazabdl a K, is ilyen graf d = 1-gyel, de ez egy kicsit csalds, mert a negyedik
paraméternek nincs semmi értelme. A K;-r6l mar nem is beszélve... El6szos is vegyik
észre, hogy n = d*>+1. Valéban, d(d—1—a) = (n—d—1)b és a = 0,b = 1, ebbdl azonnal
kovetkezik, hogy n = d* + 1.

1.3.4 Tétel (Hoffman-Singleton). Legyen G erdsen requldris grdf (d*+1,d, 0, 1) paraméterekkel,
ahol d > 2. Fkkor d € {2,3,7,57}.

Bizonyitds. A G graf sajatértékei d és

_ —1++4d-3
- ; ,

At
a multiplicitasok pedig
mi:l<d2:|:—2d_d2>
2 Vad =3
Ha 2d — d* = 0, akkor d = 0 vagy 2. (Ha d = 0 a definicié miikodik, de nem tekintjiik
erésen reguldris gradfnak. Egyszertien kizartuk a d > 2 feltétellel.) Ha 2d — d* # 0,

akkor v/4d — 3 raciondlis szdm. Ez csak ugy lehet ha 4d — 3 egy négyzetszam. Tehat
4d — 3 = s%. Ekkor

Tehat
s+ st 4+ 652 —2s2+9s — 15

32s

Mivel 32m is egy egész szam, ezért azt kapjuk, hogy s | 15. Tehat s € {1,3,5,15}. Ha
s = 1 akkor d = 1 amit kizartunk. Tehat s € {3,5,15} ahonnan d € {3,7,57}. A d =2
esettel egylitt azt kapjuk, hogy d € {2,3,7,57}. O

m+:

1.3.5 Megjegyzés. A d = 7 és d = 57 esetekrdl a kovetkezot lehet tudni. A d = 7 esetben
van ilyen graf: ez a Hoffman-Singleton graf és az (50,7,0, 1) paraméterek egyértelmiien
meghatarozzak, csak gy mint a Petersen-grafot és az 5 hosszu kort meghatarozzak a
paramétereik. Nem ismert azonban, hogy létezik erésen regularis graf (3250,57,0,1)

paraméterekkel.
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1.3.6 Megjegyzés. altalaban is igaz a kovetkezo: egy erdsen regularis graf sajatértékei
egészek vagy a grafnak a paramétereire fenndll, hogy (n,d,a,b) = (4k + 1,2k, k — 1, k)
valamilyen k-ra. Az ilyen gréfokat konferencia grafoknak hivjak, az 5 hosszi kor is
konferencia graf. Ezt az allitast a 2d+ (n — 1)(a — b) kifejezés vizsgalatdaval lehet belatni,

aszerint, hogy ez 0 vagy sem.

1.3.7 Tétel (Lossers-Schwenk). A Ko teljes graf nem bonthatd fel hdrom éldiszjunkt

Petersen-graf uniojdra.

Bizonyitas. Indirekt, tegyiik fel, hogy K7 teljes graf felbonthaté harom éldiszjunkt Petersen-

graf uniéjara. Legyen A, A; és Az a harom Petersen-graf adjacencia matrixa. Ekkor
J—[:A1+A2—|—A3

Vegyiik észre, hogy A, Ay és A3 matrixoknak van egy kozos sajatvektora, nevezetesen
1. minden mas sajatvektor meréleges erre a vektorra. Specidlisan tekintsiik az A; és As
matrixok 1 sajatértékéhez tartozo sajataltereket. Legyenek ezek Vi és V5. Ekkor dim V) =
dim V5 = 5 mivel az 1 sajatérték multiplitcdsa 5. Azt is tudjuk, hogy V4, Vs C 1+, Az 1+
egy 9 dimenzids vektortér, igy V) és V5 vektortereknek van nemtrivialis metszets: legyen
x € V1NV, Ekkor

Aser = (J -z —Ajx —Apr =0—2 — o — 2 = -3z
Ez azonban nem lehet, mert —3 nem sajatértéke a Petersen-grafnak, ellentmondéas. [

1.3.8 Megjegyzés. Bele lehet pakolni két Petersen-grafot Kig-ot. A fenti bizonyitas
mutatja, hogy a kimaradé élek altal feszitett H graf 3—reguldris és sajatértéke neki a —3.
Ez arra utal, hogy H paros graf. Ez valoban igy van, de ehhez elobb be kell 1atni, hogy
H o0sszefliggs. Azt konnyt latni, hogy az egyetlen nem 0Osszefiiggd 3-regularis graf 10
melynek valamely komponense paros graf az a Ky U K33 (miért?). Azonban azt konnyt

megmutatni, hogy H nem lehet K, U K3 3.

Bizonyitds. [Mésodik bizonyitas.] Indirekt, tegyiik fel, hogy Ko teljes gréaf felbonthaté
harom éldiszjunkt Petersen-graf unidjara. Szinezziik ezen Petersen-grafok éleit kékkel,
pirossal és zolddel. Legyen v egy csticsa Ko és legyenek by, by, b3 a v szomszédjai a kék
Petersen-grafban. Haasonldéan legyenek rq, 79,73 és g1, g2, 93 a v szomszédai a piros és
zold Petersen-grafban.

Egy pillanatra tegydk félre a zold Petersen-grafot és koncentréljunk arra a paros gréfra,
melynek két csticsosztélya by, by, by és 11,19, r3. Vegyiik észre, hogy a (v, ry) él piros, tehat
nem kék! Ez azt jelent, hogy van pontosan egy kék 2 hosszu ut v és ry kozott. Ez azt
jelenti, hogy rq és by, by, b3 pontosan egy kék él megy. Hasonléan, ry és r3 pontosan egy

kék éllel csatlakozik by, by, bs csicsokhoz. Tehat pontosan 3 kék él megy a by, by, bg és
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r1,7ra,r3 csucshalmazok kozott. Ugyanezt a gondolatmenetet megismételve by, by, bs-re
kapjuk, hogy pontosan 3 piros él megy a by, b, bg és rq, 79, r3 csucshalmazok kozott. Ez
azt jelenti, hogy pontosan 3 zold él megy a by, bg, bs és r1, 1o, r3 csicshalmazok kozott.

Most tekintsiik a zold Petersen-grafot. Ha toroljik a v, gy, g2, g3 csticsokat ebbdl a
grafbdl a maradék cstcsok egy 6 hosszu kort feszitenek. Az el6z6 bekezdés szerint ennek
a 6 hosszu kornek van egy vagasa amely pontosan 3 élet tartalmaz. Ez azonban nem lehet,
egy 6 hosszu kor minden vagasa paros sok élt tartalmaz hiszen ahogy korbemegytink a
koron paros sokszor kell a vagason atmenni, hogy visszaérjiink arra az oldalra ahonnan
elindultunk.

Ez az ellentmondas mutatja, hogy Kj, teljes graf nem bonthaté fel harom éldiszjunkt

Petersen-graf uniéjara. m

1.4 Cayley grafok*

Legyen I' egy véges csoport és S C I olyan halmaz, melyre g € S akkor és csak akkor ha
gleS, és1¢ 8. Ekkor a G = Cay(T, S) Cayley-grafot a kovetkez8képpen definfaljuk.
A csdcshalmaza T elemei és (g, h) € E(G) pontosan akkor ha gh™ € S. Vegyiik észre,
hogy (g,h) € E(G) akkor (h,g) € E(G) mivel hg™! = (¢gh™')~! és ha gh™! € S akkor
(gh™")~! € S az S-re tett feltételeink szerint. Végiil G nem tartalmaz hurokélet, mert
1 ¢ S. Tehat G egy egyszerii graf.

Ebben a részben egy Cayley-graf sajatértékeit probaljuk megérteni abban az esetben

amikor I' egy Abel-csoport. Sziikségiink lesz a karakter definicidjara.

1.4.1 Definicié. Legyen I' egy Abel-csoport. Egy x : I' — C fliggvényt karakternek

hivunk ha ez egy homomorfizmus I'-b6él C multiplikativ csoportjaba. Mas szavakkal,
x(gh) = x(g)x(h) és x(1) = 1.

Van egy trivialis karakter, xo: xo(¢g) = 1 minden g € I' esetén. Emlékeztets: g/'l = 1
minden g € I esetén. Ez azt jelent, hogy egy x fennall, hogy 1 = x(1) = x(¢''1) = x(¢9)"".

Ez azt jelenti, hogy x(g) egy |I'|-adik egységgyok. Ebbdl kovetkezik, hogy x~! = .

Az is igaz tovabbd, hogy pontosan |I'| karakter van és 6k maguk is egy Abel-csoportot
alkotnak arra a szorzdsra nézve, hogy x1x2(9) := x1(g9)x2(¢g). Ebben a csoportban y, az

1

identitds. Azt nagyon konnyt latni, hogy xi1x2 és x ™ is karakterek. Ez az gy nevezett

dualis csoport amelyet I-vel jelsliink. Azt is lehet tudni, hogy I’ izomorf I'-val.

Most mar készen dllunk egy G = Cay(I', S) Cayley-graf sajatértékeinek meghatérozasara.

1.4.2 Tétel. Legyen I' eqy Abel-csoport és S C T' olyan részhalmaz, melyre g € S pon-
tosan akkor ha g7 € S, és 1 ¢ S. Ekkor G = Cay(T,S) a sajdtértékei a kovetkez6k:
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minden x karakter meghatdroz eqy sajdtértéket:

)‘x = ZX(S)v

SES

a hozzd tartozd sajatvektor pedig (x(g))ger. Ezek a sajdtvektorok pdronként merdlegesek

arra a skaldrszorzdsra nézve, melyre

(z,y) = wli
=1

Mivel éppen |T| karakterink van, igy megkaptuk az dsszes sajdtértéket.

Bizonyitas. Elészor ellendrizziik, hogy (x(g))ger valéban sajatvektor a Ay = Y ¢ x(s)
sajatértékhez. Legyen g € I' ekkor

> xw) = x(gs) =D x(g9)x(s) = x(9) D x(s) = Ax(9)-

ueNG(9) ses ses ses

Kovetkezo 1épésként megmutatjuk, hogy i # x2 akkor

> xi9)xa(g) = 0.

gel

ElSszor is vegyOk észre, hogy Y1Xz = X1X, - nem az egységelem karaker, igy elég megmu-

tatni, hogy egy nem-egységelem y karakterre fennall, hogy

> x(g) =0.

gel

Legyen h € I" olyan, hogy x(h) # 1. Ilyen h van, mert x nem az egységelem. Ekkor

X(h)> x(g) =D x(hg) =D xl(g).

gel ger gel

Mivel x(h) # 1 azt kapjuk, hogy

> x(g) =0.

gel

]

1.4.3 Példa. Legyen I' = (Z}, +), mindenhol additiv jelolésmddot hasznalunk: tehét az
egységelem 0, és a g_l-t —g-vel jeloljiik. Vegyiik észre, hogy minden g esetén —g = g, igy
csak azt kell megkovetelniink, hogy 0 ¢ S. Legyen S = {¢, = (0,...,0,1,0,...,0) | 1 <
i <n}, ekkor G = @Q,, = Cay(T', S) éppen az n dimenziés kocka.

Hatérozzuk meg I' karaktereit. Minden z = (z1, ..., x,) esetén definiadlhatunk egy x,

karaktert a kovetkezdképpen:



ahol g = (g1,...,9n). A fenti Osszegben nem szdmit, hogy a ) 7 | z;g; Osszeget Z-ben

vagy Zso-ben szamoljuk. Ez valéban karakter:

Xa(9, +9,) = Xu(9,)X2(9,)-

Azt is konnyti ldtni, hogy x. = X, pontosan akkor ha z = y. Azt is lathatjuk, hogy a
karakerek az eredeti csoporttal izomorf csoportot alkotnak: x: Xy = Xz+y, €s az egységelem
Xo = Xo- Mivel taldltunk |I'| karaktert és a (xz(g))ger vektorok pdronként merdlegesek.
(Ebben az esetben tekinthetjiik 6ket R/'l-beli vektoroknak.)

Most, hogy megvannak a karakterek, nézziik meg a Cayley-graf sajatértékeit. Legyen

n

A= A = Do ls) = Do vele) = D=1

seSs i=1

Ez azt jelenti, hogy ha x pontosan k darab l-est és m — k darab 0-t taralmaz akkor
As = (n— k) — k =n—2k. Mivel (}) ilyen z vektor van, ezért az n dimenziés @Q,, kocka
sajatértékei {n — 2k () | 0 <k <n}.

Ugyanezt az eredményt tgy is elérhettiik volna ha felhasznalunk egy graf szorza-
tokra vonatkozo allitast. Legyen G és H grafok, és GUH jelolje a kovetkezd grafot. A
csucshalmaza V(G) x V(H), és a (u1,v1) és (u2,vq) csucsok akkor vannak Gsszekotve
ha uy = ug és (v1,v2) € E(H) vagy vy = v és (u1,uz) € E(G). Ismert, hogy ha G
sajatértékei \y > --- > \, és H sajatértékei pu; > --- > p,, akkor GUJH sajatértékei
Ai + 5, ahol 1 < ¢ < n, 1 < 5 < m. Vegyiik észre, hogy Q, = K,OK,O.. . OK,.
Felhaszndlva a tényt, hogy Ks spektruma {1, —1} azonnal kapunk egy maésik bizonyitést
arra, hogy az n dimenzids @, kocka sajatértékei {n — 2k((2) | 0 <k <n}.

Egy S C 7Z% esetén definialhatjuk a ®g¢ leképezést a kovetkezoképpen

bsflw) =Y flu+s).
seS
Ez a diszkrét Radon-transzformaltja az f fiiggvénynek a (Z% csoporton S-re nézve). Tehat

mi a Radon-transzformalt spektrumat hataroztuk meg.

1.4.4 Példa. Legyen I' = (Z,,, +), most mindenhol multiplikativ jel6lésmédot haszndlunk
mindenhol: legyen g egy generdtora Z,-nek, ekkor Z,, = {1, g, ¢*, ..., g"'}. (Els6re kicsit
furcsanak tinhet a multiplikativ jelolésmdd, de a karakterek hasznélatanal kényelmesebb
lesz.) Az n hosszi kor egy specidlis Cayley-graph: legyen S = {g,¢g7'}, ekkor C, =
Cay(T', S) valéban egy n hosszu kor.

Hatarozzuk meg I' karaktereit. Legyen x egy karakter. Ekkor



igy x(g) egy n-edik egységaydk: ¢, = e*™n. Ekkor
r r i 2k
Xk(g") = G =¥

Konnyt latni, hogy x valéban karakter minden 0 < k& < n esetén. Azt is lathatjuk, hogy
ez is megad egy csoportot, ami az eredetivel izomorf. Az egységeleme x.
A O, sajatértékei tahét
2km

- ik —2mik
A=A = xe(9) +xulg ™) = e 4 e = 2cos =,

ahol k =0,...,n—1.

1.4.5 Példa. Legyen p egy 4k + 1 alaku prim. Megint a ciklikus csoporttal dolgozunk,
vagyis I' = (Z,,+), de ezittal kényelmesebb lesz erre tigy gondolni, mint az IF,, test additiv
csoportjara. A P, Paley-grafot a kévetkez6képpen definféljak: legyen (a,b) € E(P,) ha

2. Vagyis ezittal S a kvadratikus maradékokbdl

létezik egy ¢ # 0, melyre a — b = ¢
all. Természetesen most is egy egyszert grafot szeretnénk kapni vagyis azt szeretnénk ha
(a,b) € E(F,) pontosan akkor ha (b,a) € E(P,) vagyis b — a is egy négyzetszam F,-ben.
Ez az a ont ahol kihasznaljuk, hogy p egy 4k + 1 alakd prim: ismert, hogy ekkor —1
kvadratikus maradék vagyis 1étezik egy i € F,melyre i* = —1. Ez azt jelenti, hogy ha
a—b=c?akkor b — a = (ic)®. Tehat a Paley-grif egy specialis Cayley-graf.

Lathatjuk, hogy a sajatértékei

where £k =0,...,p — 1. Ez azt jelenti, hogy
p—1 ka2
L42M0 =) ™™
=0

Ez utébbi Gsszeg jol ismert szamelméletben, ezt hivjak (kvadratikus) Gauss-Osszegnek.
Konnyen bizonyithato, hogy abszolut értéke /p, de az egy kicsit triikkkosebb, hogy /p

vagy —./p. Egyébként |/p ha k kvadratikus maradék és —,/p ha k kvadratikus nem-

—1+./p
2

egy erosen regularis graf? Igeeen! és ha ezt bebizonyitja az ember akkor 1j bizonyitast

maradék. Varjunk csak, ezek szerint 3 kiilonb6z6 sajatértéke van: (p —1)/2 és , €%
kap arra, hogy a Gauss-6sszeg abszolit értéke /p.

Egy érdekes észrevétel, hogy P, izomorf a komplementerével, ?p—vel. Valéban, vegytlink
egy n kvadratikus nemmaradékot, ekkor az f,(u) = nu megad egy izomorfiat P, és Fp
k6zott mivel ha a — b kvadratikus maradék akkor na — nb = n(a — b) kvadratikus nem-

mmaradék.

Mi van ha I' nem Abel-csoport. Bizonyitas nélkiil megemlitiink egy eredményt. Ha
nem tanultdl csoportok reprezentacié elméletét akkor nem fogod érteni az &llitast, de

emiatt ne aggdd].
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1.4.6 Tétel. Legyen ' eqy véges csoport és legyen S C T' a I’ néhany konjugdlt osztdlydnak
unidja. Ekkor G = Cay(T, S)sajatértékei

1
M= gy o X,

seS

aholx egy irreducibilis karakter, a \, sajdtérték multiplicitdsa x(1)*. Mivel U] = 37, x*(1),

ahol az dsszeq végigfut az dsszes irreducibilis karakteren, megtaldltuk az osszes sajdatértéket.

1.5 Laplace matrix és feszitofak

Ebben a részben az ugy nevezett Laplace matrixot fogjuk vizsgdlni. A 6 cél egy modszer

bemutatasa ami gyordsan megadja a feszitofak szamat egy grafban.

1.5.1 Definicid. Legyen G egy hurokélmentes graf. A G graf L(G) Lplace métrixét a
kovetkezéképpen definfdljuk: az &tlés elemek a fokszamok vagyis L(G)y; = d;, mig i # j
esetén L(G);; = —a;j, ahol a;; az ¢ és j cstcsok kozott futd élek szamat jeloli. Mas
szavakkal, L(G) = D — A, ahol A az adjacencia métrix és D = diag(dy, ..., d,).

A Laplace matrix sajatértékeinek vizsgalataval kezdjik. Vegytik észre, hogy ez egy

valés szimmetrikus matrix, igy a sajatértékei valdsak.

1.5.2 Tétel. Legyen Ay > Xy > -+ > N, az L(G) matriz sajatértékei. Ekkor X\, = 0.

Mas szavakkal, 0 sajdtértéke G-nek és minden sajdtérték nemnegativ.

Bizonyitds. Az els6 allitas kovetkezik abbdl, hogy 1 egy 0-hoz tartozé sajatvektor. Ahhoz,
hogy beldssuk, hogy a sajatértékrk nemnegativak, elég megmutatni, hogy L(G) pozitiv

szemidefinit, azaz 27 L(G)z > 0 minden z esetén. Ez valéban igaz:

2T L(G)zx = Zn:dle -2 Z X = Z (z; — x)* > 0.
i=1

(i.5)€E(G) (i,7)€E(G)

O
Egy egyszerti G graf esetén konnyti meghatarozni a komplementer graf Laplace sajatértékeit.

1.5.3 Tétel. Legyen G egy egyszeri gradf, melynek Laplace sajatértékei \y > Ao > -+ >
M\, = 0. Ekkor G Laplace sajdtértékei a kovetkezdk: m — Ay, ...,n — Ay_1,0.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy L(G) + L(G) = nl — J. Legyen v,,...,v, ortonormalt
sajatvektorai L(G)-nek, melyre v, = 1, és L(G)y; = A\, (megvélaszthatjuk igy Oket).

Tovabbra is fennall, hogy L(G)1 = 0. Ha i < n, akkor v; ortogonélis 1-re és igy
L(G)y; = (nI = J = L(G))y; = nv; — 0 — \y; = (n — X))y,

Tehat G Laplace sajatértékei a kovetkezék: n — A, ...,n — Ap_1,0. n
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1.5.4 Kovetkezmény. (a) A K, teljes graf Laplace sajdtértékei n=1, 0.
(b) A K, teljes pdros grdf Laplace sajdtértékei n +m,nm=1 m®=1 0.

Bizonyitds. (a) Az n cstcst iires graf Laplace sajatértékei 0, igy ez el6zé tétel szerint

K, teljes graf Laplace sajatértékei n(™=1). 0.

(b) A K, ,, komplementere K,,UK,,. Az (a) rész szerint, a K, U K,, Laplace sajatértékei
{mm=D n=D 0@}, (Azt kénnyti latni, hogy két graf uniéjanak a Laplace sajatértékei
az a két graf Laplace sajatértékeinek uniéja, mint multihalmaz.) El6z6 tételt alkalmazva

kapjuk, hogy K,,, Laplace sajatértékei n + m,n(m=1 m®=1 0. O
Jelolje 7(G) a G gréf feszitéfainak szamat. A kovetkezd tétel Kirchhofftdl szarmazik.

1.5.5 Tétel. Legyen G egy hurokélmentes grdf. Legyen L(G); az a mdtriz amelyet igy
kapunk, hogy L(G)-bdl toréljik az i-edik sort és oszlopot. Ekkor det L(G); = 7(G).

Bizonyitas. Eloszor egy egyszert észrevétellel kezdjik. Minden e él esetén
7(G) =7(G —e) +7(G/e).

Valoban, a feszitéfdk halmazat szétbonthatjuk két halmazra aszerint, hogy egy feszitofa
tartalmazza az e élet vagy sem. Ha nem tartalmazza akkor ilyenb6l 7(G — e) hiszen ezek
egyszeriien G — e feszitofdi. Ha egy feszitofa tartalmazza az e élet akkor ezt ossehuzva
megkapjuk a G/e egy feszitéfajat és persze G/e tetszéleges feszit6fdjabol kaphatunk G-
nek egy e élet tartalmazo feszitofajat.

Most mar készen allunk, hogy bizonyitsuk a tétel allitasat élek szdmara mend in-
dukcioval. Az tres grafra az allitas trividlisan igaz. Feltehetjiik, hogy a v, csticsnak
megfelel6 sort és oszlopot tordltiik. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy v,

izolalt cstics G-ben vagy sem.

1. eset Tegyiik fel, hogy v, egy izolalt csicsa G-nek. Ekkor 7(G) = 0. Masrészt,
det(L(G),) = 0, mert az 1 vektor sajatvektora L(G),-nek 0 sajatértékkel. Tehat ebben

az esetben kész vagyunk.

2. eset Tegyiik fel, hogy v, nem izolalt csiics. Feltehetjiik, hogy e = (v,_1,v,) € E(G)
(el6fordulhat, hogy tobb ilyen él is van, mert itt megengedjiik a tobbszords éleket). Legyen
l,,_1 az (n—1)-edik sorvektora L(G),-nek és legyen s = (0,0,...,0,1) amely (n—2) darab
0-t tartalmaz és egy darab l-est. Tekintsiik a kovetkezo két matrixot: A, és B, _i-et,
melyeket gz kapunk, hogy kicseréljiik az L(G), utolsé sorvektordt [, ; — s illetve s-re.

Ekkor a kifejtési tétel szerint
det L(G),, = det A,, 1 + det B,,_;.

Vegyiik észre, hogy A,y = L(G — ¢€),. Mivel G — e kevesebb éle van, mint G-nek, ezért
indukcié szerint det A,,—; = det L(G —e),, = 7(G — e).
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Mésrészt, det B,—1 = det A,_5, ahol A,_s = L(G){n-1,n). Vegyiik észre, hogy A,_»
nem mas, mint L(G/e),_1—,. Mivel G/e-nek kevesebb éle van, mint G-nek, ezért azt
kapjuk, hogy det A,,_o = det L(G/¢e),—1—, = T(G — ¢e). Tehdt

det L(G), = 7(G — €) + 7(G/e) = 7(G).
]

1.5.6 Kovetkezmény. Legyen L(G,x) az L(G) Laplace-mdtriz karakterisztikus poli-
nomja, vagyis, L(G,z) = det(z] — L(G)). Az z' egyiitthatdja L(G, x)-ben (—1)"'n7(G).
Tovabbd

n—1
1
(G) =~ 11>
j=1

Bizonyitds. Legyen L(G,x) = [[[_,(x—=X\;) = 2" —ap_12"  +ap_oa" 2= 4 (=1)" a2

Ekkor a Viéte’s formula szerint
aq :)\2)\3)\n+)\1)\3)\n++)\1/\2/\n71

Mivel A, = 0 azt kapjuk, hogy a1 = A\jA2... \,_1. Masrészt ha kifejtjiik a det(xl — L(G))
akkor azt kapjuk, hogy az x egyiitthatéja

a; = Zdet(L(G)i) = n1(Q),

a 1.5.5 tétel szerint. Tehdt 7(G) = 1a; = L] A O

~n
1.5.7 Kovetkezmény. (a) (Cayley tétel) A K, teljes grdf feszitéfdinak szdma n™ 2,
vagyis ennyi szdmozott csiucsu feszitéfa van n csucson.

(b) A K, teljes pdros grdf feszitéfdinak szdma m" 'n™"1.

Bizonyitas. Mindkét allitds azonnal kovetkezi a 1.5.6 és 1.5.4 Kovetkezményekbol. O

1.5.8 Megjegyzés. Természetesen egy n"~? alaki formula azonnal felveti a kérdést, hogy
van-e kombinatorikus bizonyitds és persze rengeteg ilyen bizonyitds van. A leghiresebb

ilyen bizonyitas az ugy nevezett Priifer koédot hasznalja.

1.6 SageMath és spektral grafelmélet

Mindig nagyon hasznos ha latunk sok példat. SageMath, egy egyszertien hasznalhato
matematika szoftver amivel konnyen lehet grafok sajatértékeit és sajatvektorait szamolni.
Le se kell tolteni a programot, egybdl lehet az online verziét hasznélni: https://sagecell.
sagemath.org/. Termeszétesen le is lehet tolteni a programot.

Nézziink egy példat! Masold be az alabbi kddot az ablakba és nyomd meg az Evaluate
gombot az ablak alatt:
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g=graphs.PetersenGraph()
g.show()

print g.adjacency_matrix()
print g.spectrum()

print g.eigenvectors()

A g.eigenvectors() sorra SageMath megint kiadja a sajatértékeket a sajitalterek egy
béazisaval és dimenzidjaval egytitt. A Petersen graf helyett rengeteg mas gréafot is lehet
valasztani, lasd a listat http://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/
graphs/graph_generators.html helyen. Fel is lehet épiteni egy grafot:

g=Graph({})
g.add_edges([(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(2,1)
g.show()

g.spectrum()

Természetesen a SageMath egy csomo6 mas eszkozt is ad grafok vizsgalatahoz. Léasd a
http://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/graphs/generic_graph.
html oldalt.
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2. Kombinatorikus nullstellensatz

2.1 Kombinatorikus nullstellensatz két alakja

Hilbert nullstellensatz gyakorlatilag az algebrai geometria alaptétele. Ez a tétel azt
mondja ki, hogy ha ' egy algebrailag zart test és f,g1,...,gr € F[zy,...,x,] olyan poli-
nomok, hogy f eltiinik gy, ..., g k0z0s gyokein akkor létezik egy m szam es hy, ..., hy

polinomok, melyekre

k
"= Z hig;.
i=1

Ennek a tételnek nem ismerek kombinatorikus alkalmazasat amely valdszintisithetden két
okra vezetheto vissza. Az a feltétel, hogy F egy algebrailag zart test til erés megszoritas.
Egy kombinatorikusnak gyakorlatilag ez azt jelenti, hogy F = C. A maésik probléma az,
hogy nincs kontrol m-re vonatkozéan. Viszont a jé hir az, hogy van egy tétel ami nagyon
hasonlit Hilbert nullstellensatz tételére, de sokkal jobban lehet hasznalni kombinatorikus
problémakban. Ez a kombinatorikus nullstellensatz. Ennek két alakja van. Az els6 az
ami igazan hasonlit a Hilbert nullstellensatzra. Sajnos nem ez az alak amivel igazan jo

dolgozni.

2.1.1 Tétel. Legyen F egy tetszéleges test. Legyen f € Flxy,...,xx] egy tébbudltozds

polinom. Legyenek tovabbd Sy, ..., Sy C F nem dres halmazok. Legyen
9i(wi) = [lseq (vi — 5). Ha f eltinik a g1, ..., gx kiz0s gyokein (vagyis f(si,...,s,) =0
ha (S1,...,8;) € Sy X -+ x Sk), akkor léteznek hy,... hy € Flxq,...,x%] polinomok,

melyekre deg(h;) < deg(f) — deg(g;) és

k
f= Z higi.
i=1
Tovdbbd ha f,g1,...gr benne vannak valamely R|xy, ..., zx]-ben, ahol R eqy részqyirije
F-nek akkor megudlaszthatdk a h; polinomok is, hogy h; € R[xy, ..., x| .
Mi igazabdl a kombinatorikus nullstellensatz kovetkezo alakjat fogjuk hasznalni.

2.1.2 Tétel. LegyenF egy tetszdleges test. Legyen f € Flxq,. .. xx] egy n-foki tébbuvdltozds
polinom. Tegyiik fel, hogy az x' .. xfj tag egyutthatoja nem 0, és Zle ti =n (vagyis ez
eqy mazimdalis foki tag). Legyenek Sy, ..., Sk C F halmazok olyanok, hogy |S;| = t; + 1.
Ekkor léteznek s; € S; melyekre f(s1,...,s,) # 0.
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Rengeteg kiilonbo6zo bizonyitdas van a kombinatorikus nullstellensatzra. Aldbb az a
bizonyités taldlhaté ami Noga Alon survey cikkében [2] is szerepel. Mi amigy is ezt a

cikket kovetjiik ebben a fejezetben.

2.1.1 Kombinatorikus nullstellensatz bizonyitasa

Ebben a részben bebizonyitjuk a kombinatorikus nullstellensatz mindkét alakjat. Elészor
az els6 alakot bizonyitjuk, a masodik alakot ebbdl vezetjiik le. ElGszor egy egyszerii

lemmat bizonyitunk be.

2.1.3 Lemma. Legyen I egy tetszéleges test. Legyen f € Flxq, ..., xx], és tegyiik fel, hogy
deg, f<tii=1,...,k esetén és a S,..., S, CF halmazok teljesitik, hogy |S;| > t; 4 1.
Ha f(s1,...,8:) =0 minden (s1,...,8;) € S1 X -+ X Sy esetén akkor f = 0.

Bizonyitds. Az éallitast k-ra mend indukciéval bizonyitjuk. A k£ = 1 eset éppen az a
kozismert allitas, hogy ha egy legfeljebb t-foki polinom eltiinik ¢ + 1 helyen akkor a
polinom a konstans 0 polinom. Tegyiik fel, hogy az allitds (k — 1)-ig teljesiil. Irjuk f-et

a kovetkezo alakba.

f Zf] T1yeooy Tl 1) ?g

Minden rogzitett s; € Si,...,8x_1 € Sk_1 esetén az

f(s1,0 00y sp-1,w8) = ng S1yeves Sk 1)$;C

polinom eltiinik az Sy halmazon. Mivel |Si| > ¢ + 1 azt kapjuk, hogy f;(s1,...,s6-1) =
0 minden j esetén. Mivel ez teljesiil minden (sp,...s,_1) € S; X -+ X Sk_1 esetén,
indukciobdl azt kapjuk, hogy f; = 0. Tehat f = 0. O

Most mar készen allunk arra, hogy bebizonyitsuk a kombinatorikus nullstellensatz

elso alakjat.

Kombinatorikus nullstellensatz elsé alakjanak a bizonyitdisa. Legyen t; = |S;| — 1. Min-

den m > t; + 1 esetén végezziik el a kovetkezé maradékos osztast:
" = i (@) 9i(2i) + Tim(2i),

ahol deg, 7im(7;) < t;. Mivel s € S; esetén g;(s) = 0 azt kapjuk, hogy s™ = r;;(s).
Vegyiik észre, hogy

k k
F=>Yc H => ¢ H i0i (T)9i(T2) + 70 (21)) thgﬂrzcannal%
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Az .
T = Z Ca H Tia; (T4)
o =1

polinom két dolgot teljesit: (i) minden (sy,...,s5) € S1 X -+ X S esetén T'(s1,...,Sk) =
f(s1,...,8,) = 0, és (ii) deg, T < t;. Ekkor az el6z6 lemmét T-re alkalmazva kapjuk,
hogy T' = 0, igy

k
f= Z hig;.
i=1

A bizonyitésbdl az is viladgos, hogy deg(h;) < deg(f) — deg(g;), és ha f,g1,... g, benne
van R[z1, ..., z;]-ben valamely R részgytirtiben akkor a h; polinomok is megvalaszthatdak

ugy, hogy benne legyenek R|xy, ..., zx]-ben. O]

Kombinatorikus nullstellensatz masodik alakjinak a bizonyitdasa. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik
fel, hogy f(s1,...,8x) = 0 minden (s1,...,8;) € S X -+ X Sy esetén. Ekkor a nullstel-

lensatz elso alakja szerint
k
f= Z higi,
i=1

ahol deg(h;) < deg(f)—deg(g;). Ekkor minden max-foku tag valamely i-re egy max-foki
hi-beli tag és a g;(z;) max-foku tagjabdl, vagyis xf”“—b()’l jon. Vagyis soha sem kaphatunk

meg egy Hle r¥ alaki max-foki tagot. Ellentmondas, ezzel az allitast beldttuk. O

2.2 Kombinatorikus nullstellensatz alkalmazasai

El6szor néhany additiv kombinatorikai alkalmazasat adjuk a kombinatorikus nullstellen-

satz tételnek.
2.2.1 Definicié. Az A, B C F halmazokra jelolje A + B a kovetkezd halmazt:
A+B={a+blac A, be B}.
Az alabbi tételt Cauchy bizonyitotta, majd sokkal késobb Davenport tjra felfedezte.
2.2.2 Tétel (Cauchy-Davenport). Az A, B C F, halmazokra
|A+ B| > min(|A| + |B| — 1, p).

Bizonyitds. Elészor abban az esetben bizonyitjuk a tételt mikor |A|+|B| < p+1. Indirekt
bizonyitunk, tegyiik fel, hogy |A + B| < |A| + |B| — 2. Legyen S C F, olyan halmaz,
melyre |S| = |A| +|B| —2 és A+ B C S. Tekintsiik a kévetkez6 polinomot F), felett:

P(x,y) = H(a: +y—s).

seS
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Ekkor deg P = |S| és P(a,b) = 0 minden a € A,b € B esetén. Tekintsiik az zl41~1yBI-1
tag egyiitthatéjat. Ez egy maximalis foku tag, igy az egyiitthatdja ugyanaz, mint az

(z +y)!¥! polinomban, ami a binomialis tétel szerint

(|A\ +1B] - 2)

Al-1 )
Mivel |A|+|B|—2 < p—1, ez nem 0 F,-ben. Ekkor a kombinatorikus nullstellensatz tételt
alkalmazva A és B halmazokra, azt kapjuk, hogy 1étezik a € A és b € B melyre P(a,b) #
0. Ez viszont ellentmond az el8bbi észrevételiinknek. Tehat |A+ B| < |A|+|B|—1 ebben
az esetben.

Most tekintsiik azt esetet amikor |A| + |B| > p + 2. Ekkor tekintsiink egy A’ C A
halmazt, melyre |A'|+|B| = p+1. Ekkor |A'+B| > |A’|+|B|—1 = p. Vagyis A’'+B =F,,
Ekkor persze A + B =F,,. O

2.2.3 Megjegyzés. Abban az esetben amikor |A| + |B| > p + 1 az aldbbi egyszeri
kombinatorikus gondolatmenet is kiadja, hogy A + B = IF,. Legyen c € [F,, és tekintsiik
a kovetkez6 IF-beli elemeket ¢ — ay,...c — ap, by, ... by, ahol |A| = n,|B] = m. Mivel
n+m > p van ketté koztiik ami megegyezik. Mivel ¢ — a; # ¢ —a; és b; # b;, az egyetlen
lehetdség, hogy ¢ — a; = b; valamely i és j-re. Ekkor azonban ¢ = a; +b; € A+ B. Mivel
c tetszbleges volt, azt kapjuk, hogy A+ B =TF,.

Most tekintsiik a Cauchy-Davenport egyenlétlenség egy valtozatat. A kovetkezo tételt
Erdos és Heilbronn sejtette meg 1964-ben és Dias Da Silva és Hamidoune bizonyitotta

1994-ben. Az aldbbi bizonyitdsa nem télitk szarmazik.

2.2.4 Definicié. Az A, B C F halmazokra A+ B jeldlje a kovetkezé halmazt:
AfB={a+b|lac A be B,a#b}.
2.2.5 Tétel. Az A, B C F, halmazok esetén
[A+B| = min(|A] + | B[ - 2,p)
ha || # |B|, és
[A+B| > min(|A| +|B| - 3,p)
ha |A| = | B
Bizonyitds. Elészor abban az esetben bizonyitjuk az allitdast mikor |A| # |B| és |A|+|B| <
p + 2. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy |A + B| < |A| + |B| — 3. Legyen S C F,

olyan halmaz, melyre |S| = |A| + |B| — 3 és A+B C S. Tekintsiik a kovetkez8 polinomot
IF, felett

P(z,y)=[[z+y—s)-(@@—y).

seS

33



Ekkor deg P < [S|+1 = |A|+|B|—2 és P(a,b) = 0 minden a € A, b € B esetén. (Vegyiik
észre, hogy ha a = b akkor az x — y tag tiinik el, ha pedig a # b akkor a+b € A+B C S.)
Tekintsiik az x!4=1y!BI=1 egyiitthatéjat. Megmutatjuk, hogy ez nem 0 vagyis ez egy
maximum foki tag és deg P = |A|+|B|—2. Az z!4~1ylBI=1 egyiitthatéja P-ben ugyanaz,
mint a (z + y)/%!(x — y) polinomban vagyis

AL+ 1Bl =2\ (1414 1B[=2\ (4] +|B| - 3)
( Al -2 )_( |A] —1 ) ~ (JA = DI(|B| - 1)!((|A|_1)_(|B|—1)) Z 0 (mod p).

Ekkor alkalmazhatjuk a kombinatorikus nullstellensatzot az A és B halmazokra: létezik
egy a € A és b € B melyre P(a,b) # 0. Ez azonban ellentmond a kordbbi megfi-
gyelésiinknek. Ez az ellenmondés mutatja, hogy |A+B| < |A|+|B|—2 ebben az esetben.

Ha |A| # |B| és |A| + | B| > p + 3, akkor toroljiink néhdny elemet a kisebb halmazbdl
(feltehetjiik, hogy ez a A halmaz) ugy, hogy a kapott A" halmazra |A’'| + |B| = p+ 2 és
|A’| # |B|. Ekkor

|A+B| = [A'+B| = min(|A| + |B| - 2,p) = p.

Végiil ha |A| = | B| ekkor tordljiink egy elemet az A-bdl. Legyen A’ a kapott halmaz.
Ekkor |A’| # |B| igy az el6z6 eset szerint

|A+B| > |A'+B| > min(|]A'| + |B| — 2,p) = min(JA| + |B| — 3, p).
[

2.2.6 Tétel. Legyen I tetszoleges test és A eqy n x n-es mdtrixz F felett. Tegyiik fel, hogy
A permanense nem 0. Ekkor tetszoleges b € F"™ vektorra és Sy, Sa, ... S, CF halmazokra,
melyre |S;| = 2 minden i-re létezik eqy x = (1, ...2,) € S1 X Sg X -+ x S, vektor, hogy

Az minden koordindtdajaban kilonbozik b vektortol.

Bizonyitds. Legyen b= (by,...,b,). Tekintsiik a kévetkez6 n valtozos polinomot:

n

P(z) = H(aﬂxl + ot Qinn — by).
i=1
Ebben az x;...x, egy maximalis foki tag, amelynek az egyiitthatdja éppen per(A)
ami a feltétel szerint nem 0. Ekkor a kombinatorikus Nullstellensatz szerint tetszoleges
S1, 89, . ..S, C F halmazokra, melyre |S;| = 2 minden i-re, 1étezik egy z = (z1,...2,) €
S1 X Sy x -+ xS, vektor, hogy P(z) # 0, ami éppen azt jelenti, hogy Az minden

koordinatdja kiilonbozik b megfelel6 koordinatajatol. O]
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2.2.7 Tétel (Chevalley-Warning). Legyen p prim és legyenek
Pl :Pl(l'l,...,llj'n),PQ :PQ(.Tl,...,ZCn),...,Pm:Pm<$1,...,$n)

Fplz1, ..., x,]-beli polinomok. Tegyiik fel, hogy n > >"\"  deg(P;). Bizonyitsd be, hogy ha
a Py,..., P, polinomoknak van eqy kozds (ci,...,c,) gyokik, akkor van még eqy kizds

gyokiik.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkez6 polinomot:

Fla) = T[0 - R - s ] Tt

i=1 1=1 j#c;

ahol d-t ugy valasztjuk, hogy F(cy,...,c,) = 0 legyen. Tudjuk igy vélasztani d-t, mert

[T #0

=1 j#c;

Masrészt § # 0, mert az elsé tagba c-t helyettesitve 1-t kapunk. A

m

[0 - A

i=1

foka (p — 1) >, deg P, < (p — 1)n, mig

5ﬁH(m —

i=1 j#c;
foka éppen (p — 1)n, tehat F' foka is (p — 1)n. Tehat létezik egy a, melyre F'(a) # 0.
Vegyiik észre, hogy a masodik tag minden nem c-re eltinik. Masreszt az els6 tag csak

akkor nem 0 ha a kozos gyoke az osszes P;-nek. Tehat a egy masik kozos gyoke az Osszes
P;-nek. O

2.2.8 Tétel. A Hy, Ho, ..., Hy. hipersikok lefedik a [0, 1]™ hiperkocka dsszes csicsdt kivéve
a 0 csucsot. Ekkor k> n.

Bizonyitds. Legyenek a hipersikok H; = {x | (h;,x) = r;}, ahol 1 < i < k. Tekintsiik a
kovetkez6 polinomot:

n

k
Fla) = [[((hoz) ) = s [ (1 = =0,

i=1 i=1
ahol § gy van valasztva, hogy F(0) = 0 legyen vagyis 6 = (—1)* Hle r;. Mivel a
hipersikok nem fedik az 0 csicsot, igy 0 # 0. Ha k < n lenne, akkor az F' fotagjat a
masodik tag adna: (—1)" [\, #;. Tehdt S; = --- = 5,, = {0, 1} vdalasztdssal a kombina-
torikus Nullstellensatz azt adna, hogy létezik egy a € Sy x - -+ X S,,, melyre F'(a) # 0. De
ez lehetetlen, mert F'(0) = 0 és a # 0 esetén pedig F' mindkét tagja 0. Az ellentmondds
mutatja, hogy k£ > n. O
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2.2.9 Tétel. Legyen p prim. Tegyik fel, hogy a G grdfban az dtlagfokszam tobb, mint
2p — 2 és a legnagyobb fokszam legfeljebb 2p — 1. Ekkor G-nek van p-requldris részgrdfja.

Bizonyitds. Minden e € E(G) élhez rendeljiink egy x, valtozét. Tekintsiik a kovetkezd

polinomot:

Fz)= ][ 1—<er> - I -z
)

veV (G ewee e€E(Q)
Vegyiik észre, hogy F-beli elsé tag foka n(p — 1), mig a méasodik tag foka |E(G| >
n(p — 1), mert az atlagfokszdm nagyobb, mint 2p — 2. Tehat egy legnagyobb fokui tag
(=L)AL B(G) Te- 18y a kombinatorikus Nullstellensatzot alkalmazhatjuk az S. =
{0,1} (e € E(G)) halmazokra. Ekkor létezik a € {0,1}F(@ melyre F(a) # 0. Vegyiik
észre, hogy a # 0, mert F(0) = 0. Tehéat ekkor F' mésodik tagja automatikusan 0,
igy az elsonek is annak kell lennie. Ez azonban azt jelenti, hogy minden csticsra p-vel
oszthaté olyan f ¢l illeszkedik, amelyre ay = 1. Legyen az ilen élek halmaza H. Mivel a
legnagyobb fokszam 2p — 1, ezért ez csak gy lehet ha 0 vagy p ilyen él illeszkedik. Mivel
a # 0, ez megad egy p-reguldris részgrafot: H-beli élek altal feszitett részgraf megfelel

(azon cstcsokat nem vessziik be, melyre nem illeszkedik H-beli él). O

2.2.10 Megjegyzés. Amint lathato ezen bizonyitasok legtriikkosebb része az F' poli-
nom megvalasztasa. Ehhez kell némi gyakorlat. Az els6 két alkalmazasban elég volt
a legtermészetesebb polinomot hasznalni. Az utolsé harom alkalmazasban viszont egy
mas stratégiat kovettunk. A polinomnak mindig két része volt: az els6 ami egy is-
meretlen konfiguraciohoz tartozott, a masodik pedig egy idealis konfiguraciohoz tarto-
zott. Tovabba mindig az utébbi adta a fotagot és egytttal javitotta az elsd tag hibajat

valamely kiértékelésnél.

2.3 Chevalley-Warning tétel kornyéke

2.3.1 Tétel. Legyen p prim ésF, véges test p elemmel. Legyenek Py = Py(x1,...,%y), ..., Py,
Po(x1,...,x,) € Fplay, ..., 2] polinomok, melyekre "  deg P, < n. Ekkora Py,..., P,
kozos gyokeinek szima oszthato p-vel. Specidlisan ha van kozos zérushelytik akkor legaldbb

p kozos zérushelyuk van.

2.3.2 Lemma. Legyen k < p — 1. Ekkor

a® =0,

a€lFy

ahol az osszegzést Fp,-ben végezziik.
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Bizonyitds. Az x* — 1 polinomnak legfeljebb k gyoke van, igy létezik egy ¢ # 0 melyre

c® # 1 mivel p — 1 nem nulla elem van F,-ben. Ekkor

Sk:: :E: ak.

acFy

Ekkor

ckSk:ckZak:Z(ca)k: Z b=,

aclF, a€clFy, a€clFy,

mivel a c-vel valé szorzds egyszerien megpermutdlja F,-t. Tehat (cF —1)S, = 0. Mivel
c® — 1 # 0 azt kapjuk, hogy S; = 0. O

2.3.3 Lemma. Legyen P = P(xy,...,%,) € Fylzy,...,z,] melyre degP < n(p — 1).
Ekkor

Z P(ay,...,a,) =0.

(alwwan)ng

Bizonyitds. Elég a lemmat a QQ = %' ... 2" monomra bizonyitani, mert az &llitds linearis

a polinomban. Vegyiik észre, hogy
Z Qay,...,a,) = Z al' .. alr = Za? Zafj
(a1,...,an)EF? (a1,...,an)EFY a1€F, an€Fp
Mivel t; + -+ +t, < n(p — 1) letezik egy t; melyre t; < p — 1, ekkor viszont
> =0
aier
az el6z6 lemma szerint. Tehat

E all .. .alr = g at | ... g ar | =0.

(al,...,an)eng alele anE]Fp

Most mar készen allunk a 2.3.1 tétel bizonyitasara.

A 2.3.1 tétel bizonyitdasa. Tekintsiik a kdvetkez6 polinomot

m

P(zy,...a) = [[(1 = Py, )P,

i=1

Vegyiik észre, hogy

deg P < (p—1) (Z degl%) <(p—1Dn.
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Ekkor az elz6 lemma szerint

Z P(ay,...,a,) =0.

(a1 ’~~-7an)€F2

Vegyiik észre, hogy ha (ay,...,a,) nem gyoke a P; polinomnak akkor
Piay,...,a,)P =1

F,-ben a kis Fermat tétel szerint. Tehat P(ay,...,a,) = 0 ebben az esetben. Masrészt

ha (ay,...,a,) kozos gydke a P; polinomoknak akkor P(aq,...,a,) = 1. Tehét

(a1,...,an)EF?
ahol N jeloli Py, ..., P, kozos gyokeinek szaméat. Tehat p | N. O

2.3.4 Tétel (Erdés-Ginzburg-Ziv). Legyen ay, as, . .., as,—1 Fp-beli elemek. Ekkor taldlhato
p darab kozottik melyek 6sszege 0.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezo két polinomot:

2p—1 2p—1

Pi(z) = Z a;z’t Py(z) = Z a
i=1 i=1
Py és Py-nek kozos gyoke a 0 vektor és deg P +deg P, =2(p—1) <2p—1=n, igy a

2.3.1 tétel szerint a két polinomnak van egy masik kozos y gyokiik. Legyen

S=Ai|y#0}

Mivel Py(y) = 0 és Po(y) = |S], ezért p | |S|. Mivel |S| nem lehet 0 és legfeljebb 2p — 1,
igy |S| = p. Mivel Pi(y) =0, igy > ,cqa; = 0. O

Ebbol mar levezethetjiik az Erdds-Ginzburg-Ziv tétel dltalanosabb alakjat.

2.3.5 Tétel (Erd6s-Ginzburg-Ziv). Legyen n pozitiv egész. Adottak ay, . .., as, 1 egészek.
Ekkor létezik iy < is < --- < i, melyekre n | a;, + -+ + a;,.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha az allitas igaz az m és k egészekre akkor mk-ra is
igaz. Legyenek aq, ..., asmi_1 egészek. Mivel az allitas igaz m-re és 2mk — 1 > 2m — 1,
van m egész szam kozottik, melyek Osszege oszthaté m-mel. Mivel a szamok sorrendje
ujrarendezhetd, feltehetd, hogy m | a3 + - - - + a,,. Toroljik ezeket a szamokat a 2mk — 1
szambdl és ismételjiik meg az eljarast. Megint Gjrarendezve a szamokat feltehetjiik, hogy
m | ame1 + -+ + agm. Majd ezeket is toroljiik és megismételjitk az eljarast. Ezt addig

csinalhatjuk amig legaldbb 2m — 1 szamunk van. Mivel 2k — 2 1épés utan még 2mk —
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1 —m(2k — 2) = 2m — 1 szamunk van, igy Osszesen 2k — 1-szer csindlhatjuk meg ezt az

eljarast. Ezutan alkalmazzuk az allitast k-ra és a

a1+ -+ Ay Ay + -+ Aoy A(2k—2)m+1 T+ + Q@2k-1)m

3 g e ey

m m m

szamokra. Mivel 2k — 1 szam kozott van k darab, melyek Osszege oszthato k-val ezért az
eredeti 2mk — 1 szam kozott taldltunk mk darabot, melyek osszege oszthaté mk-val.
Mivel a primekre méar bebizonyitottuk az allitast, ezert minden n-re kapjuk, hogy az

allitas igaz. (Az n = 1 eset trividlis.) O

2.3.6 Megjegyzés. Amint lathatjuk a bizonyitas lelke tényleg a prim eset volt. Erre
a specidlis esetre taldlhatéo még egy bizonyitas Noga Alon Combinatorial nullstellensatz
cimii cikkében. Most vazolunk egy elemi bizonyitast is erre az esetre.

A szamokat tekintsiik Fp-ben. Ha létezik egy ¢ € F, mely legaldbb p-szer szere-
pel a szamok kozott akkor kész vagyunk. Ha nincs ilyen ¢ akkor wjra lehet rendezni a
szdmokat, hogy a kovetkezd teljesiiljon: ag, a1, as, . . ., azp—2)41, G2(p—1) sorrendre a; # as,
ag # Qa, ..., Aop—2)41 7 Ao(p—1) (miért?). Tekintsiik a kovetkez6 halmazokat: S; = {ao} +
{a1, a2} + -+ - + {agi—1, a9}, vagyis azokat az Osszegeket tekintjiikk amelyek a {ag;_1,as;}
elemek koziil pontosan egyet tartalmaznak. Induckciéval megmutatjuk, hogy S;-nek le-
galabb ¢ + 1 eleme van F,-ben. Ez igaz Sp-ra igy elég megmutatnunk hogy |S;| # |Sit1]
hacsak nem S; = S;1y = F,. Ha |S;| = |[Sit1], akkor S; + agip1 = S; + agiyo, vagyis
S; = S; + (agiy1 — agir2). Ez azt jelentené, hogy ha r € S; akkor r + (a1 — Ggi12) € S,
T+ 2(agi+1 — i42) € Siy... ésigy S; =F,. Ha |S;| # |S;+1| akkor mivel S; + agit1 C Sita
azt kapjuk, hogy [S;| < |Sit1| 1gy |Siq1] > |Si| +1 > i + 2. Természetesen ha S; = F,
akkor |S;| = p > i+ 1. Tehat |S,—1| > p vagyis |S,—1| = p és igy 0 € S, ami azt jelenti,
hogy 0 0sszege p elemnek.

2.3.7 Megjegyzés. A 2.3.3 Lemma bizonyitasa modosithaté tgy, hogy a kovetkezo
allitast megkapjuk: ha P foka n(p — 1) akkor a

Z P(ay,...,a,)

b .2P~! egyiitthatéjatdl fiigg. Ha ez nem 0 akkor a fenti dsszeg sem 0, ami

csak az o~
azt jelenti, hogy létezik (ay,...,a,) melyre P(as,...,a,) # 0, ez igen gyakran éppen az
amire sziikségiink van. El6fordulhat, hogy nem konnyt latni, hogy mi az len—l cooxbt
egyiitthatéja P-ben. Ekkor még egy otlet segithet: mddositsuk P-t gy, hogy a kapott

() polinomban ugyanazok a maximum fokd tagok. Ha el tudjuk érni, hogy a kapott @

Z Qa,...,a,)

polinomra, a
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Osszegben pontosan egy nem nulla tag van, mondjuk Q(cy, . . ., ¢, ), akkor azonnal megkapjuk,

hogy az 28" ... 2P~1 egyiitthatéja Q(cy, ..., ¢,), és igy

Z P(ay,...,a,) = Q(cyy...,cn) #0.

(a1,....an)EFR

Kovetkezésképpen létezik egy (ay, ..., a,) melyre P(ay,...,a,) # 0. Egy nagyon hasonlé

tervet fogunk latni a kovetkezo részben.

2.4 Kvantitativ nullstellensatz

2.4.1 Tétel. (Kvantitativ nullstellensatz) Leqyen F egy tetszéleges test. Legyen P(xy, ..., x,) €
Flxy,...,z,]. Legyenek Ay, ..., A, CF halmazok olyanok, hogy |A;| =t; + 1, és deg P <
ti+ -+ tn. Legyen ¢i(x) = [[,eq, (v — 8). Ekkor az ot ate egyiitthatdja éppen

(a1,...,an)
Y X Gl e

a1€A, an€An

ahol ¢l a ¢; polinom derivdltja.

Bizonyitds. Elszor n = 1-re bizonyitjuk az allitdst. Legyen a P(x) = ZZ:O cxz" polinom
foka legfeljebb t (tehat el6fordulhat, hogy a; = 0). Legyen A egy t + 1 elemii halmaz.

Hasznéljuk a Lagrange interpolaciét: tekintsiik a

[[oca(x—a)

ZP’#“—_GI)

A
a€A a/ia

polinomot. Ekkor Q(a) = P(a) minden a € A esetén és mindkét polinom foka legfeljebb
t vagyis P — @) foka is legfeljebb ¢ és eltiinik ¢t + 1 helyen. Tehat P — () = 0 azaz
P(z) = Q(x). Osszehasonlitva az ! egyﬁtthatéjét kapjuk, hogy

_ N Pl
ZHaeA (a —d) _Zcb’(a)’

acA a'#a acA

ahol ¢(x) = [[,c4(z — a). Ez éppen a tétel allitasa n = 1 esetén.

Kovetkezo 1épésben bebizonyitjuk a tételt tetszoleges n pozitiv egészre. Vegyiik észre,
hogy elég az allitast belatni monomokra, mert ha az allitas igaz P;, P, polinomokra, akkor
igaz a c¢; P; + co P, polinomra is mivel mind a x'il ...zl egyiitthatéja mind a

ala '7an)
DR gL

a1 €A, an€An ’ n(an)

kifejezés linedris P-ben. Tegyiik fel, hogy Q(z1,...,x,) = 27 ...z, ekkor

ah___’an) B al...a;" _
Z Z &y (ay) ... ¢ (ay) B Z Z oy (ar) ... ¢ (ay)

a1€A1  an€A, a1€A1 an€A, 1
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B al! ar
(% ) (2 )

Tegytik fel, hogy r1 +ro+---+1r, <ty +to+---+1t,. Har;, =1¢; minden ¢ esetén akkor

alkalmazzuk az n = 1 esetet kiilon minden tagra és kapjuk, hogy az utébbi tag 1 ami

ln

éppen 2! ...zt egyiitthatéja. Ha létezik egy i melyre r; # t;, akkor létezik olyan j is

melyre r; < t;. Ekkor az n = 1 eset alapjin
¢’ (a;)

ajEA]-

mivel az 27 egylitthatéja, ami egy legfeljebb ¢; fokui polinom, az % egyiitthatdja 0. fgy
ebben az esetben az egész szorzat 0 ami éppen az ! ... x'» egyiitthatéja Q(x1, ..., z,) =

xy* ...zl polinomban. Ezzel kész vagyunk. ]
Alkalmazasként belatjuk Dyson sejtését valamint g-analog altalanositasat.

2.4.2 Tétel. (Dyson sejtés, Gunson and Wilson egymdstol fiiggetleniil bizonyitottdk.) A
I (-)
1<izj<n i

kifejezés konstans tagja
(a1 +as+ -+ ay)!
a!...a,! '

Amint emlitettiik mi igazdbdl egy altalanositasat, pontosabban g¢-analégjat fogjuk

bizonyitani.

2.4.3 Tétel. (Andrews sejtés, Zeilberger és Bressoud bizonyitottdk.) Legyen q régzitett

és legyen
(= (1—)(1 —tg) ... (1 — tg").

ZT; &€y
1] (,r_) (QE)
1<i<j<n N7/ ai v/ ay

J

FEkkor a

kifejezés konstans tagja éppen
(9)as+as+-+an

(@ay -+ (Dan
Miel6tt elkezdenénk 2.4.3 tételt bizonyitani lassuk, hogy viszonyulnak egymaéshoz
valamint a kombinatorikus nullstellensatzhoz.

Vegyiik észre, hogy



1 o o
B E—— H () — @) (s — )%,

= —
1 noo1<i<j<n

ahol m; = >/ _, a, — a;. Vezessiik be a kovetkezé jelolést: o = >, ax. Ekkor a Dyson

sejtés ekvivalens azzal az allitassal, hogy az x7 “* ... x7 % egyiitthatéja a
I =2y — )

polinomban éppen
(a1+a2+---+an)!
a!...ap! '

(), ()

II () () =

o Z; ) X; ]

1<i<j<n ai a

- H (1_ﬂ> <1—qﬁ> (1—q‘”1ﬁ> : (l—qﬂ> (1—q“fﬁ> —
1<i<j<n Lj Lj Z; T; z;

Miésreszt

1 o o
= —— p—— H (xj—x;)(z—qz;) ... (x;—q" lxi)-(xi—qxj)(:pi—q%j) oo (=g ).
ay e
Andrews sejtése tehat ekvivalens azzal, hogy 7™ ' ... 277 %" tag egylitthatdja a

H (25 — i) (2w — qu) .- (25 — ¢ ay) - (20— q) (w5 — ¢Py) - (20 — ¢V )

1<i<j<n

polinomban éppen
(@) ar+as++an _ (a1 + -+ an)g!
(Q>a1 e (q)an (al)q! c (an)q!

mivel
(@Dm=0-¢"1+q)(1+qg+¢)...(L+qg+¢+---+¢" ).

Ha g = 1-et helyettesitiink ebbe a kifejezésbe éppen a Dyson sejtést kapjuk.

Kezdjiik el bizonyitani a 2.4.3 tételt. A kovetkezd bizonyitds Karolyi Gyulatol és

Nagy Zoltantol szarmazik. Tekintsiik megint az

a;—1 a;
F(zy,...,2,) = H H (z; — ¢'z;) 1_[(56z — ¢'z;)
1<i<j<n t=0 t=1
polinomot. A kvantitativ nullstellensatz szerint az x] ' ... x7~% tag egylitthatdja F(xq, ..., z,)-

ben éppen

F(ry,...,m)
PRSI AR ACHE

ahol ¢} a ¢; derivaltja, ahol A; halmaz mérete o — a; + 1, és ¢i(z) = [[,cy(x — 7). A

triikkk éppen az A; halmazok megvalasztasaban rejlik.
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2.4.4 Lemma. Legyen A; = {1,q,¢* ...,¢° %}. FEkkor F(ry,...,r,) = 0 minden

L, k-1
(r1,...,7rn) € Ay X Ay X --- X A, esetén kivéve ha r, = ¢°F, ahol oy = ijo aj.

2.4.5 Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy 01y = 0,09 = ay és 0,11 = 0.

Bizonyitds. Legyen r; = q®. Vegyiik észre, hogy F(rq,...,7,) = 0 ha valamely i < j az
teljesiil, hogy
Ogaj—aigai—l

vagy
1 S o; — Oy S Qj.
Ezt ugy is lehet fogalmazni, hogy ha F(ry,...,r,) # 0 akkor ha ay. > «,, akkor ap —av,,, >
an, és ha m < k akkor az egyenlotlenségben nem &llhat egyenloség.
Tehat tegyiik fel, hogy valamely 7 permutaciéjara az 1,2, ..., n szamoknak azt kapjuk,

hogy
Ar(1) < Qr(2) <+ < Qg(n)-

Ekkor

—

n—

0= n(n) = D Gn() < D (Qn(j) = An(j-1)) = Qn(n) = Qn(1) < Qn(n) < T = lr(n)-
1 =2

n

<.
Il

Mindenhol egyenléségnek kell dllnia, ami azt jelenti, hogy (i) azy = 0 (ii) ar(j) = orj) —
ar(j—1y) minden j = 2,...,n esetén. Vegyiik észre, hogy az utolsé egyenlStlenségben csak

akkor allhat egyenldség ha 7(j) > w(j — 1). Tehat 7 az identitds permutédcié. Tovabba

mivel oy = 0 és o; — aj_1 = a;_1, azt kapjuk, hogy a; = o;. O
Tehét az z{ ... 29 % egyiitthatéja F(x,...,x,)-ben éppen
F(¢o,...,q°")

¢1(qr) . d(q7)

o—a;

ahol ¢, a ¢; derivéltja, ahol ¢;(x) = [[/_,"(z — ¢"). Most vegyiink egy mély levegét és

kezdjiink el szamolni:

Fgr,. 0= ] (ﬁ(qaﬂ‘ ¢ - q"j+t)> =

1<i<j<n \ t=0 t=1

= (—=1)“¢" H (Q)Uj_o'i ) (Q)Uj+1_0'i = (—1)4¢" H <Q)O'j+1—0'i7

1§Z<]S’ﬂ (q)o'j_o'i+l (q)Uj_Ui 1§Z<]Sn (q)a'j_a'i+1

ahol

u= Z a; = 'Z(n—i)ai7

1<i<j<n
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és

1<i<j<n t=0 t=1 1<i<j<n
n+1 o n
)
= E (2> + E 0i(0 — 0i11)
=2 i=1

Tekintsiik a

H (q>0'j+1—0'i

1<i<j<n (q>0'j*0'i+1
szorzatot. Nezziik meg mely indexeknél nem {iti ki egymést a szamlalo és a nevezd. Az
index o; — o1, ahol @ 3-tol n 4+ 1-ig megy csak a szamldléban jelenik meg, a nevezoben
nem. (Vegyiik észre, hogy oy = 0, igy 0; — 01 = 0y, mig 0,41 = 0.) Hasonléan o, — oy,
ahol ¢ 2-t6l n-ig fut csak a szamlaléban jelenik meg. Masrészt a 0,11 — o; tagok, ahol ¢
2-t61 n — 1-ig fut csak a nevezoben jelenik meg. Hasonléan o; — o; = 0 csak a nevezOben

jelenik meg, de mivel (q)g = 1 igy ez nem szamit. Minden mas kiegyszertisodik. Tehat

n+1 - —

(q U]+1 g
0 = T Tl 0T
1<i<j<n 0j =i+l — i 0'1+1 o
Most tekintsiik a ¢}(¢%) tagot:
0'1'—1 o—a;
o) =T[@ =d) 1] (@ =)= D" (@o,(@o0,115
t=0 t=c;+1

ahol

T = (U) + Ui(O' — Ji+1)-
2
Tehdt u= > (n—i)a;=> 1, 0;and v = >, ((3) + 0i(c — 0i+1)). Tehat

n+1 n—1 n—1 1
P, ) 15 @e IT% @onn—o 1% G

ACORAC N [T (@) (@)o—ois)
Mivel 0,41 = 0 azt kapjuk, hogy
F(q™,....q"") (9)s

1 (qor) ... ¢ (qom) (q)O'Q(H?:_ZI(Q>O'i+1*(7i)(q>o'n+1*0'n

(9) a1 +as++an _ (@artast-+an

(@ [T (@i (@, 11 (@a,

Kész vagyunk!
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3. Valésziniliségi modszer

3.1 Bevezetés

A matematikaban igen gyakran szembestiliink azzal a problémaval, hogy azt kell igazol-
nunk, hogy létezik egy bizonyos P tulajdonsagu S struktira. Az esetek nagy részében
ekkor ugy jarunk el, hogy megkonstrualjuk ezt az S struktirat. Sajnos azonban ez
az Ut nem mindig jarhato, néha csak egzisztencia bizonyitast tudunk adni az adott
struktura létezésére vagyis a létezésén kiviil nem sok mindent tudunk mondani. Az egyik
legaltalanosabban hasznalhato médszer dolgok 1étezésének a bizonyitasara a valdszintiségi
modszer. Ilyenkor azt mutatjuk meg, hogy egy alkalmasan valasztott valdszintiségi térben
pozitiv valészintiséggel lesz az S struktiura P tulajdonsagu.

Ebben a fejezetben ennek a gondolatnak a legegyszeriibb valtozatait tekintjik. Az
els6 megkozelites egyszertien az unié becslésen fog alapulni. Egy ici-picit triikkosebb
verzié az ugynevezett varhatéérték modszer. Majd ezt tovabb fejlesztjiik: véltoztatott
varhatoérték médszer. Végiil az igynevezett masodik momentum modszert fogjuk hasznalni
random grafok kiiszobfliggvényének vizsgalatara.

Ez a mdédszer meglehetdsen egyszertinek tiinik, de a valésagban két egymassal 0sszefliggd
dolog okozhatja a problémat. Az els6é dolog, hogy az embernek eszébe kell jutnia, hogy
ezt a mddszert alkalmazza és felejtse el a konstrukciét. A masodik pedig a valészintiségi
tér megkonstrualasa lehet nagyon triikkkos. Az alabbiakban lassunk néhany példat, ezek
kozott lesz nagyon trivialis és lesz meglehetosen triikkos is.

Végezetiil szeretném mindenkinek a figyelmébe ajanlani Noga Alon és Joel Spencer
The Probabilistic Method cimii konyvét. Ez egy nagyon szépen megirt konyv, ezen
jegyzetben szerepld oOsszes allitas megtalalhaté ebben a konyvben és még sok tovabbi

szép alkalmazasa a valdszintiségi modszernek.

3.2 Alapok

Ebben a részben Osszegyiijtottiink néhany jelolést és egyszerti becslést.

Az X valbszintiségi valtozd varhaté értéke fQ XdP. Ha X csak nemnegativ egészeket
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vesz fel akkor .
EX =) KP(X =
k=0

A szérasnegyzete egy X valoszinliségi valtozonak
Var(X) = E(X —EX)?=EX? - (EX)*
Az X és Y valdszintiségi valtozok kovarianciaja
Cov(X,Y) =E(XY)—-EX -EY.

Ha X = X; + X, +--- 4+ X, akkor

Var(X) = i Var(X;) + Z Cov(X;, Xj).
= i#]

3.2.1 Hasznos egyenlotlenségek

3.2.1 Allitas. Minden v € R esetén 1+ x < e”,

Bizonyitis. Ha x > 0 akkor
ok
T xT
l+z<) =
k=0
Ha x < —1 akkor az éllitas trividlis. Ha —1 < x < 0, akkor legyen y = —z > 0. Ekkor
NS S
k!
k=0 k=0
Tehat e* =e V> 1—-—y=1+x.

3.2.2 Allitas. A kivethezd egyenliotlenség fenndll

(1) <(F)

Bizonyitas. Mivel (k) < ”k— elég bizonyitani, hogy k! > (%)k Ez valéban igaz:

_ _|_1 kk—l klc
= 11(+5) U] (1 R
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3.2.2 Alap egyenlotlenségek valdsziniiségszamitasban

Itt néhany egyszeri egyenlétlenségre emlékeztetiink.

3.2.3 Allitas (Uni6 becslés).

i=1

3.2.4 Tétel (Markov egyenl6tlenség). Legyen X nemnegativ valdsziniségi valtozo, legyen

EX > 0. Ekkor tetszdleges pozitiv \ esetén

E

P(X >\ < —.
(X=N<=

Bizonyitas.

EX—/Xsz/ Xsz/ AP = AP(X > \).
{X>A} {X>A}

Ennek egyszerti kovetkezménye a Csebisev egyenl6tlenség.

3.2.5 Tétel (Csebisev egyenl6tlenség). Legyen X wvaldsziniiségi vdltozd, legyen EX = p,
Var(X) = o2. Ekkor
1
P(X il > Xo) < 55
Bizonyitds. Alkalmazzuk a Markov egyenlStlenséget Y = (X — p)?re. Ekkor EY =
Var(X) = o2 definici6 szerint.
EY 1
P(|X — p| > Xo) =P(Y > M\0o?) < = —.

A202 N2

*x ok ok

Mi kombinatorikus tételeket szeretnénk bizonyitani, igy eleg gyakran a vizsgalt X
valészintiségi valtozo nemnegativ egész értékeket fog felvenni. Valéjaban nagyon gyakran
a kombinatorikus &llitas lefordithaté arra, hogy egy bizonyos valdszintiségi valtozé a 0
értéket veszi fel. Ez motivalja, hogy 6sszeszedjunk néhany becslést P(X = 0) valdszintiségre

vonatkozdan.

3.2.6 Tétel. Ha X waldsziniiségi vdltozo csak nemnegativ egész értékeket vesz fel, akkor

P(X =0)>1-EX.
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Bizonyitds. Valéban
P(X >0)=) P(X =k <> kP(X =k)=EX,
k=1 k=0

vagyis,
P(X =0)>1—-EX.

]

Ebbdl kovetkezik peldaul, hogy ha X, valdszintiségi valtozok egy sorozatara teljestil,
hogy lim,, ,,, EX,, = 0 akkor
lim P(X,, =0) = 1.

n—oo

Ugyanakkor a EX,, — oo nem garantalja, hogy

lim P(X, = 0) =0.

n—oo

Ahhoz, hogy ilyen allitast tudjunk kimondani, ahhoz sziikségiink lesz az X,, valészintiségi

valtozok szdérasnégyzetére is.

3.2.7 Tétel.

B Var(X)
P(X =0) < EX)

Bizonyitds. Hasznaljuk a Csebisev egyenl6tlenséget:

Var(X)
(EX)?

P(X =0) < P(X —EX| > EX) <
0

3.2.8 Megjegyzés. Egy nemnegativ valoszintiségi valtozora a fenti egyenlétlenség erdsitheto

a kovetkezoképpen:

B Var(X)
P(X =0) < EX?)

Mivel E(X?) > (EX)?, ez valoban erésebb egyenl6tlenség. Ennek bizonyitésa a Cauchy—
Schwarz egyszerii alkalmazdsa: legyen A = {w | X (w) > 0}, ekkor

(foxar) = ([ar) ([ cor),

(EX)* < (1 - P(X = 0))(E(X?)).

vagyis

Némi algebrai dtalakifds utdn kapjuk, hogy

Var(X)

P(X =0) < g
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A 3.2.7 tételbdl kovetkezik, hogy ha lim, . YE)@—X)) = 0 akkor

lim P(X, = 0) =0.

n—oo

Azt is lathatjuk, hogy ha Var(X,,) = o((EX,)?) akkor X,, az EX,, varhat6értékere kon-
centralédik, ezt a kovetkezoképpen jeloljik: X, ~ EX,.

3.3 Egzisztencia tételek

Ebben a részben a legegyszeriibb alkalmazasait adjuk a valészintiségi modszernek ahol

csak az unié becslésre lesz sziikségilink (3.2.3 tétel).

3.3.1 Diagonalis Ramsey-szamok

Emlékeztet6: az R(r,b) Ramsey-szam a legkisebb n szdm, melyre barhogyan szinezziik a
K, teljes graf éleit piros és kék szinnel lesz benne egy teljes piros K,-es vagy egy teljes
kék K. A definiciébol kovetkezik, hogy n = R(r,b) — 1 esetén van a K,,-nek egy piros-kék

szinezése piros K, és kek K nélkil.

3.3.1 Tétel. Az n,k pozitiv egészekre teljesiil, hogy (2)21_(5) < 1. Ekkor R(k,k) > n.
Specidlisan R(k,k) > |2%/2| ha k > 3.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy létezik K,-nek olyan szinézese, amely nem
tartalmaz sem piros, sem kék Kj-t. Szinezziink minden élet 1/2 — 1/2 valészintiséggel
kékre illetve pirosra. Becsiiljiik annak a valdszinliségét, hogy a szinezés rossz vagyis
létezik kék vagy piros Ki. Legyen S C V(G), melyre |S| = k, tovabba legyen Ag az az

esemény, hogy az S altal feszitett részgraf minden éle kék vagy piros. Ekkor

P(szinezés rossz) < Y P(Ag) = (Z) 2%

|S|=k 2

k
A feltétel szerint (2)21_(2) < 1, igy annak a valdszintisége, hogy a szinezés j6 pozitiv.

Megmutatjuk, hogy k > 3 esetén n = |2¥/2] értékre teljesiil a feltétel. Valéban,

k k2/2 9(k+2)/2
M\ g1-(5) = Mg1-(5) < 201 (5)
(k)2 <t Vs <L

ha k£ > 3. O
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3.3.2 Tournamentek

3.3.2 Definicié. Egy teljes iranyitott grafot tournamentnek hivunk. Egy D tourna-
mentet k-dominaltnak hivunk ha tetszoleges vy, ..., vy csticsok esetén 1étezik egy u csics,

melyre (u,v;) € E(D) minden i = 1,..., k esetén.
3.3.3 Tétel (Erdés [9]). Elég nagy n-re létezik k-domindlt tournament n csucson.

Bizonyitds. Iranyitsuk K, teljes graf minden élet 1/2 — 1/2 valdszintiséggel valame-
lyik iranyba egymastdl fiiggetleniil. Annak az esélye, hogy adott vy,..., vy csiucsokra
nem létezik u cstcs, hogy (u,v;) € E(D) minden i-re (1 — 1/2F)""%. Tehat annak a

valészintisége, hogy az irdnyitas rossz legfeljebb

() (-5)

Egy kis szdmolds mutatja, hogy ha = > k2% akkor ez kisebb, mint 1. Ez nagy k esetén
teljesiil ha n > k2%, Tehat pozitiv valészinfiséggel 1étezik k-dominélt tournament n

csueson.

]

3.3.4 Megjegyzés. Felhasznalva az 1 + x < e* becslést a fent emlitett szamolas a

kovetkezoképpen végezhetd el:

0 (-3) " <o)

ha & > k2F.

3.4 Varhatoérték modszer

Az el6z6 részben azt lattuk, hogyan mutassuk meg, hogy egy adott S struktira létezik
pusztan az unio becslést hasznalva. Most egy masik nagyon egyszerii modszert tanulmanyozunk.
Ez a varhatoérték moédszer. Nagyon gyakran azt kell igazolnunk, hogy van egy olyan S
struktira, aminek egy f(S) paramétere legaldbb p értékii. Ha taldlunk egy valészintiségi
teret, amelyben egy véletleniil valasztott S strukturdra éppen p az f(S) varhaté értéke

akkor pozitiv valészintiséggel f(S) > p és persze pozitiv valdsziniiséggel f(S) < p.

3.4.1 Tétel ([3]). Adott egy n csicsi és e(G) éli G graf. Ekkor van G-nek olyan pdros
H részgrafia amelynek legaldbb e(G)/2 éle van.
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Bizonyitds. A tétel allitdsa gy is djrafogalmazhatd, hogy adjuk meg G-nek egy (A, V'\ A)
vagédsat, hogy a keresztbe mend élek szama (e(A,V \ A)) legaldbb e/2 legyen, ahol e =
e(@).

Egy v € V(G) cstcsot tegyiink 1/2 valdszintiséggel A-ba és 1/2 valészintiséggel V' \
A-ba. (Tehat definidltuk a valészintliségi teret, valasztottunk egy véletlen A halmazt.)
Legyen

X =e(A,V\A)

valoszintiségi valtozé. Nekiink azt kell megmutatni, hogy pozitiv valdszintiséggel X >
e/2. Ehhez elég megmutatni, hogy EX = e/2. Ez valéban igy van: minden f € F(G)

élre legyen X az az indikator valészintiségi valtozo, amely 1 ha f az (A, V'\ A) vigdsban

=D X

feEE(Q)

van és 0 ha nem. Ekkor

[gy a varhaté érték linearitdsa miatt

EX=E| Y X;|= > EX.

fEE(G) fEE(G)

(Figyelem, itt nem kell a val6sziniiségi valtozoknak fiiggetlennek lennie.) Masrészt min-
den f € E(G) esetén EXy = 1/2 ugyanis az f él két végpontja 1/2 valésziniiséggel
van ugyanabban a kupacban és 1/2 valdszintiséggel kiillonbozé kupacokban vagyis 1/2

valoszintiséggel X, =1 és 1/2 valdszintiséggel 0. Tehat

EX= ) EX;= Y %:%e((}).

feE(G) fEE(G)

Ezzel kész vagyunk. O]

3.4.1 Fuggetlen halmaz

3.4.2 Tétel. Legyen G grdf csucsainak fokai dy, ... d,. Legyen a(G) a G graf legnagyobb

fuggetlen halmazdnak a mérete. Ekkor

"1
DDy

Bizonyitds. Vegylik a cstucsoknak egy véletlen m € S, sorrendjét. Egy adott sorrend-
ben karikazzuk be azon csicsokat, amelyek megel6zik minden szomszédjukat az adott
sorrendben. Legyen X (7) az a valdszintiségi véltozd, hogy a m sorrendben hany csicsot

karikdztunk be. Egy adott v € V(G) csics esetén legyen az X, indikétor valdszintiségi
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véltozd, hogy a v csicsot bekarikdztuk-e vagy sem (vagyis 1 ha bekarikaztuk és 0 ha
nem). Ekkor X =3° o) Xo, fgy

Z EX,.

veV (G

Adott v € V(G) esetén EX,, = 5

lesz az Osszes csicsok sorrendjeben igy annak a valészinlisége, hogy a v lesz az els6 cstcs

ugyanis a v csucs és a szomszédai sorrendje is véletlen

a (dy + 1) cstics koziil éppen ;- +1 Tehat

1
Z EX, =) -
VeV (G o T
Tehat pozitiv valdsziniiséggel X legalabb ekkora. Masrészt tetszoleges sorrend esetén a
bekarikazott csicsok fliggetlen halmazt alkotnak ugyanis ha lenne egy él két bekarikazott

csucs kozott akkor a sorrendben hatrébb levot nem karikaztuk volna be. Tehat

"1
a(G)>EX =) .
i=1 di+1

Ezzel kész vagyunk. [

3.4.3 Megjegyzés. A fenti tételbdl konnyedén levezetheté a Turan-tétel.

3.4.2 Keresztmetszési szam

3.4.4 Tétel (Ajtai-Chvétal-Newborn-Szemerédi [1]; Leighton). Adott G egyszerii grdaf n

csucson e €llel. Legyen X (G) a G grdf keresztezési szdima. Ha e > 4n akkor

Q> 2
X > .
(@)= 64n2

Bizonyitds. Fmlekezteto: egy egyszerti n csucsu sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van. fgy
egy n csucsu e éli grafnak legalabb e — (3n — 6) élparja keresztezi egymaést (miért?).
Tehat

X(G) > e(G) — 3v(Q).

(Itt a +6 nem lesz fontos szdmunkra.) A triikkk az, hogy ezt az egyenldtlenséget nem az
eredeti grafra hasznaljuk hanem egy véletlen feszitett részgrafjara. Legyen 0 < p < 1
és tekintsiikk azt a G, véletlen grafot, amelyet ugy kapunk, hogy G minden cstcsat p
valoszintiséggel megtartjuk és 1 — p valészintiséggel kitoroljik. Az élek természetesen a
megtartott csicsok kozott mennek. Nézziik meg, hogy G)-nek varhatéan hany csicsa,

éle és keresztezése lesz. Nyilvan
Eo(Gy) = po(G) & Ee(Gy) = pe(G),
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hiszen annak a valészintisége, hogy egy cstics megmarad az p, annak a valdszintisége, hogy
egy ¢l megmarad (vagyis egyik végpontjat sem toroljiik ki) p?. Kicsit évatosabbnak kell
lenniink EX(G,,) kiszamoldsaval, valdjaban ezt csak becsiilni fogjuk. Kiindulva G egy
optimélis lerajzolasdbél minden keresztezés p* eséllyel marad meg, ennyi a valészintisége
annak, hogy a keresztmetszo élpar egyetlen csiicsat sem toroltiik ki. Tehdt G optimaélis
lerajzoldsabdl kiindulva p? X (G) lesz a keresztmetszések szamdnak varhaté értéke. Vis-
zont lehet, hogy G,-nek van egy jobb lerajzoldsa, mint amit G-bdl kapnank, igy mi a
kovetkez6 egyenlétlenséget allithatjuk:

EX(G,) < p'X(G).

Tehat
P'X(G) = P%€(G) + 3pv(G) = EX(G,) — Ee(G,) + 3E0(G,) =

=E(X(Gp) —e(G,) + 3v(G,)) > 0.

Tehat p* X (G) — p?e(G) + 3pv(G) > 0 minden 0 < p < 1 esetén. Vdlasszuk p-t 4:((GC';)—nek,
ez a feltételek szerint legfeljebb 1. Ekkor

X(G) > p2e(Q) — 3p~%0(G)

Ez pedig éppen a bizonyitandé allitas. O

Mivel az el6bbi tételnél nem magatol érthet6dd, hogy mire jo, ezért nézziik meg egy
kovetkezményét. (Utdna ennek a kovetkezménynek is egy nagyon elegéns kovetkezményét

fogjuk latni.)

Adott néhany pont és egyenes a sikon. A pontok halmaza legyen P, az egyeneseké L.

A pont-egyenes illeszkedések szama éppen az amire az ember gondol:
I(P,.L)=|{(P,L)e PxL|PelL}.
Legyen I(n,m) a maximélis illeszkedések szama ha n pont van és m egyenes:

I(n,m) = |P\:II;,?Z(|:m I(P,L).

Az aldbbi tétel I(n, m)-re ad jé becslést.
3.4.5 Tétel (Szemerédi-Trotter [14]).
I(n,m) < 4(m*3n*? +m +n).

Bizonyitds. Tekintsiik azt a G grafot, melynek csiicsai a pontok (vagyis P elemei) és két
pont Ossze van kotve ha egy L-beli egyenesen szomszédos pontok. Ekkor ezen G graf

csucsainak a szama n. Nezzilk meg, hogy hany éle van. Ha egy egyenesen k pont van
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akkor ez meghataroz k—1 darab élet. Ezt osszeadva az Osszes egyenesre, azt kapjuk, hogy
ezen graf éleinek szdama I(P, L)—m. Vegiil becsiilhetjiik az X (G) szdmot: két el metszete
akkor fordulhat el6 ha két egyenes metszi egymast, igy legfeljebb (”21) a keresztmetszések
szama. Ha e(G) < 4n akkor

(P, L) < 4n+m < 4(m**n®3 4 m +n).
Ha e(G) > 4n akkor hasznalhatjuk az eléz6 tételt:

m e(G?*  (I(P,L)—m)?
<2) 2 X(G) 2 5o = 64n?

gy
I(P, L) < (32m*n®)Y3 + m < 4(m*3n? + m +n).
Tehét
I(n,m) < 4(m*3n*? +m+n).

]

3.4.6 Megjegyzés. Valbjaban nagyon keveset hasznéltunk ki abbdl, hogy egyeneseket
tekintettiink, csak az kellett, hogy két egyenesnek legfeljebb egy metszéspontja van.
Tekinthettiink volna koroket is vagy tetszéleges legfeljebb d foku sikgorbéket is, ezeknek is
korlatos sok metszéspontja van. Természetesen a tételben a konstansok romlottak volna,

de egy Oq(n**m?3 +n +m) alaki becslés tovabbra is teljesiil az illeszkedési szamra.

A kovetkezékben egy szép alkalmazasat adjuk a Szemerédi-Trotter tételnek. Legyen

A C R véges halmaz. Legyen
A+ A={a+d |a,d € A}
és
A-A={a-d |a,d € A}.
Ha A= {1,2,...,n} akkor A+ A= {2,...,2n} vagyis |A+ A| = 2n — 1. Ekkor azonban
[A-Al = i Ha A= {1,2,2%,...,2"7"} akkor [A- A] =20 — 1, de [A+ A| = (3).

logn)e

Vagyis az az érzése tamad az embernek, hogy az egyik halmaz a ketté kozil nagy lesz

akarmit csindlunk. Ezt sejtésként is megfogalmaztik:

3.4.7 Sejtés (Erdés-Szemerédi). Minden € > 0 esetén létezik c(e€), hogy tetszéleges

A C R véges halmaz esetén
|A+ Al +|A- Al > c(e)|APC.

A sejtés bizonyitasatol nagyon messze allunk. A kdvetkezo eredmény Oridsi attorésnek
szamitott 1997-ben.
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3.4.8 Tétel (Elekes [7]). Legyen A C R véges halmaz. Ekkor
|A+ Al -|A- Al > AP,

specidlisan
A+ A|+|A-A] > ¢|APA

Bizonyitds. Legyen P = {(a,b) l[a € A+ Ab € A- A}. Ez egy ponthalmaz a sikon,
melynek mérete |A + A[|A - A|.

Tekintsiik azon egyeneseket, melyek a kovetkezo alakiak:

lap = {(7,y) | y = a(x — D)},

ahol a,b € A. Ezen egyenesek halmaza legyen L. Ekkor |L| = |A[>. Minden ilyen
egyenes tartalmaz |A| pontot P-bél: (b+ ¢,ac) € Ly, ha ¢ € A. Igy I(P,L) > |AP. A

Szemerédi-Trotter tétel szerint
AP <A((JA+ Al - |A-AP(AP)P + A+ Al - |A- Al + |A]).
Ebbd6l mar adodik az allités kis széamolds utan. O

3.4.9 Megjegyzés. Jelenleg a csics eredmény Solymosi Jozsef [12] nevéhez flizodik:

A+ A| +]A- Al > c(e)| A=,

3.5 Valtoztatott véletlen

Ebben a részben az ugynevezett valtoztatott véletlen modszert vizsgaljuk. Ez egy kicsit
tritkkkosebb, mint a varhatéérték maédszer. Itt a véletleniil vélasztott S struktira még
nem lesz jo, de csak kicsit lesz hibas, igy azt még meg tudjuk javitani. Ez a gyakorlatban
ugy miikddik, hogy f(.) valamilyen médon éppen azt fogja mutatni, hogy mennyire rossz
a struktira (illetve ha adott egy f(.) paraméter akkor készitiink egy f'(.) paramétert ami
egyszerre nézi f(.)-t és a hiba mértékét). Igy ha ennek kicsi a vérhat értéke akkor pozitiv
valészintiséggel 1étezik kicsit hibas struktira amit aztan megjavithatunk. A példak utan

viladgos lesz hogyan miikédik a mdédszer.

3.5.1 Fuggetlen halmazok grafokban és hipergrafokban

3.5.1 Tétel. Legyen H egy r-uniform hipergrdf n csicson e(H) éllel. Tegyiik fel, hogy
n < 2e. Ekkor létezik eqy S C V(H) halmaz, amely nem feszit élet és

L/ o \YCD
> — .
5125 ()
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Bizonyitds. Legyen T a csiicsoknak egy véletlen részhalmaza, amelyet a kovetkezoképpen
valasztunk: minden cstucsot p valdszintiséggel T-be tesziink egymastol fiiggetleniil. A p
valoszintiséget késobb fogjuk megvalasztani.
Ekkor E|T'| = pn és a T &ltal feszitett élek szamara fenndll, hogy E(e(T)) = p"e(H).
Ekkor
E(|T| - e(T)) = pn — ' e(H),

N
p - pO - 2€<H) N

Ekkor pon — phe(H) = pon/2. Tehat

Legyen

E(IT| = e(T)) = 5pon-

1
2
Tehét 1étezik egy T halmaz, melyre |T| — e(T) >
amelyet gy kapunk T-bél, hogy minden T altal feszitett élrol elhagyunk egy csicsot.

Ekkor S nem feszit élet és

%pon. Legyen S C T az a halmaz,

1 1 n 1/(r-1)
|S| > |T|—6(T)2§p0n:§< ) n.
O

3.5.2 Megjegyzés. Grafok esetén vagyis az r = 2 esetben a fenti tétel azt mondja, hogy

&)z Gy

Ez gyengébb, mint a

"1
oC)2 )
i=1 ¢

becslés, amit korabban kaptunk.
Kicsit iigyesebben is valaszthattuk volna p-t ha egyszerlien ugy valasztjuk, hogy

maxmimalizélja a pn — p"e(H) kifejezést. Ekkor a

MH)ZT;1(mZﬂ>W“Un

becslést kaptuk volna.

3.5.2 Ramsey-szamok tjra

3.5.3 Tétel ([3]). Minden n és k eseten R(k,k) >n — (")217(2).
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Bizonyitds. Szinezziik a K, teljes graf éleit 1/2 — 1/2 valészintiséggel kékre és pirosra

egymastol fiiggetleniil. Legyen X a monokromatikus Ky részgrafok szama. Ekkor

EX — (Z)zl—(’é).

Tehat 1étezik egy szinezés ahol a monokromatikus K, részgrafok szama legfeljebb ennyi.

Most toroljiink minden monokromatikus K, részgratbdl egy-egy cstucsot. Ekkor a csticsok
szama legalabb n — (Z) 21-(5) 45 a kapott grafban nincs monokromatikus K. Tehat
k
2

R(k, k) > n— (1)2'-C). O
3.5.4 Megjegyzés. Preciz analizissel azt kapjuk, hogy a fenti tétel a

R(k,k) >

Q|

(14 o(1))k2"/?
becslést adja, mig a korabbi tétel csak a

1
R(k, k) > —(1+ o(1))k2"?
(K) 2 (14 o(1)
becslést adja. Tovabbi javitas kaphaté a Lovasz lokal lemma alkalmazasaval:

V2

R(k, k) > 7(1 + o(1))k2%2.

3.5.3 Dominalé halmazok grafokban

3.5.5 Tétel ([3]). Legyen G = (V, E) egy grdif n csicson 6 > 1 minimdlis fokszammal.
Ekkor létezik eqy domindlo halmaz, melynek mérete legfeljebb

1+In(d+1)
n————-.
d+1

(Egy U halmaz a G grdf domindlé halmaza ha minden v € V \ U csicsnak létezik eqy u

szomszédja U-ban.)

Bizonyitds. A stratégia a kovetkezo: vélasztunk egy S véletlen halmazt és legyen T =
T(S) azon cstucsok halmaza, amelyek maguk sincsenek S-ben és semely szomszédjuk
sincsen S-ben. Ekkor SUT egy dominalé halmaz. Valasszuk S-t a kovetkezéképpen: egy
v csucsot tegyiink S-be p valdszintiséggel fiiggetleniil a tobbi csiicstol. A p valdszintliséget

késobb fogjuk megvalasztani. Ekkor tetszoleges v € V' csucsra
PveT)=(1-p)'" ) < (1—p)'* <e?t
mivel sem v, sem szomszédjai nincsenek S-ben. Ekkor

E(|S| + |T]) = E|S| + E|[T| < n(p + e 7).
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Legyen
_ In(d+1)
0+ 1

Ekkor
n(l+In(d+1))

0+1
Tehat pozitiv valoszintiséggel l1étezik egy legfeljebb ekkora méreti dominalé halmaz. [J

E(IS| +T1) < n(p +e704Y) =

3.5.4 Grafok nagy kromatikus szammal és keriilettel

3.5.6 Tétel (Erdos [8]). Tetszdleges (k, L) szampdrra létezik olyan G grdf, melynek kro-

matikus szdma legaldbb k és a legrovidebb kor hossza nagyobb, mint (.

Bizonyitds. Legyen G(n,p) az a véletlen graf, amlynek n csicsa van és minden csicspart
egymastol fliggetleniil p = p(n) valdsziniiséggel bevalasztjuk a graf élei kozé és 1 — p
valészintliséggel nem. Ebben a bizonyitasban legyen p = n™®, ahol a > 0 késébb
megvalasztandé paraméter. ElGszor is becsiiljuk az ¢-nél rovidebb korok szamét. Egy
adott vyvs ... v, csucsok akkor alkotnak kort ha v;v;11 (r+ 1 = 1) mindegyike él, ennek a
valészintisége p”. Nyilvan a vjvs ... v, csucssorozatot n(n —1)...(n —r + 1) féleképpen
vélaszthatjuk ki, csak arra kell figyelni, hogy ugyanezt a kort megszamoltuk 2r-szer (elfor-
gatva és tiikrozve). Legyen X a legfeljebb ¢ hosszu korok szama egy véletlen grafban és

X(vy...v) (r <{) az az indikator val6sziniiségi valtozd, hogy v . .. v, egy kor alkot vagy

sem. Igy
X = Z X(vy...v)
T, V1...0p
Tehat
EX = ) EX(v..v)=
¢ ¢ ,
nn—1)...(n—r+1) , (np)
> yey
o 2r p— 2r

Legyen M = Zf:?) (’;1; )" Tegyiik fel, hogy p megfeleld megvalasztasdval M-t kicsinek
tudjuk valasztani, ekkor pozitiv valésziniiséggel a legfeljebb ¢ hosszi korok szama legfel-
jebb M lesz, igy mindegyik ilyen korrol kidobva egy cstcsot kapunk egy legalabb n —
M csucesu grafot amiben nincs legfeljebb ¢ hosszi kor. Valéjaban nekiink egy kicsit
tigyesebbnek kell lenni: az kell nekiink, hogy nagy valdsziniisége legyen annak, hogy
kevés legfeljebb ¢ hosszu kor legyen. Szerencsére ezt azonnal megkapjuk: legalabb 1/2
valésziniiséggel a legfeljebb ¢ hosszi korok szama legfeljebb 2M. (Persze, ha t6bb, mint
1/2 val6szintiséggel a legfeljebb ¢ hosszu korok szama legaldbb 2M | akkor a varhaté érték

nagyobb lenne M-nél.)
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Miel6tt ratérnénk p megvalasztésara nézzitk meg, hogyan becsiilhaté a G graf x(G)
kromatikus szdma. Itt azt az egyszerii észrevételt tesziik, hogy

X(G) >

n
a@)’

ugyanis minden szinosztély fiiggetlen halmazt feszit, igy méretiik legfeljebb a(G) méretii.
Tehat ahhoz, hogy x(G) nagy legyen, elég biztositani, hogy «(G) kicsi legyen. Becsiiljiik
annak a valosziniiségét, hogy a(G) > s. Egy s méretli S halmazra legyen Ag az az

esemény, hogy S nem feszit élet. Ekkor

P(a(G) = 5) < ) P(As) = (n) (1-p)E <01 p)&) < (nere-2y,
s
|S|=s
(Az utolsé 1épésben azt hasznaltuk, hogy 1+ z < e” teljesiil minden = valés szamra, ez
egy meglehetdsen standard becslés ami nem is rossz ha x kicsi.) Most mar ldthaté, hogy
mit kell szem el6tt tartanunk: legyen M kicsi (konkrétan o(n)), amihez az kell, hogy p

s—1)/2

kicsi legyen, masrészt legyen s nem til nagy, de ne?t < 1. Ez konnyedén elérhetjiik,

legyen p =n’"! ahol § = ; és s = f% logn]. Ekkor

ha n elég nagy. Mig
P(a(G) > 5) < (ne PE=D/2)s < 1/4

ha n elég nagy. Mivel P(X > 2M) < 1/2 és P(a(G) > s) < 1/4, ezért pozitiv
valészintiséggel 1étezik egy graf, melyben a legfeljebb ¢ hosszi korok szama kevesebb,
mint n/2 és a(G) < s. Most dobjunk ki minden legfeljebb ¢ hosszu korrél 1 pontot és
legyen G* a kapott graf. Ekkor a G* grafnak legaldbb n/2 csicsa van és nincs benne
legfeljebb ¢ hosszi kor. Tovabba mivel a(G*) < «(G) (hiszen G* feszitett részgrafja
G-nek) igy

% 0
e s VOIS 2 e
a(G¥) 3nt=flogn  6logn
Ha n elég nagy akkor ez nagyobb, mint k. Ezzel kész vagyunk. O]

3.6 Masodik momentum maodszer

Az el6z6 részekben az unié becslést és a varhatéérték modszert hasznaltuk. FEzek a
modszerek nagyon hatékonyak mivel nem igényelnek semmilyen informaciét a valészintisegi
valtozok kapcsolatarol.

Ebben a részben a masodik momentum maodszerrel ismerkediink meg, ami nagyjabdél
annyit tesz, hogy a Csebisev-egyenldtlenséget fogjuk hasznalni. Latni fogjuk, hogy le-
galdbbis részben sziikséglink lesz arra, hogy valamit mondjunk a valdszintiségi valtozok

egymastol valé fliggésérol. Altaldban viszont elég gyenge becslések elegenddek lesznek.
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Ez a rész Noga Alon és Joel Spencer The Probabilistic Method cimii kényvének
megfelelo fejezetén alapszik.

Fo6 célunk random grafok kiiszobfiiggvényeinek vizsgalata lesz. Ezt a témat Erdos
és Rényi [10] kezdeményezte On the evolution of random graphs, Magyar Tud. Akad.
Mat. Kutaté Int. Kozl. 5 (1960), 17-61 cikkiikben. Minden ami itt szerepel és még
sok minden mas, megtaldlhaté ezen cikkiikben. FEzen cikk megtaldlhaté az interneten

szkennelt formaban.

3.6.1 Altaldnos megkozelités

A 3.2 részbdl tudjuk, hogy ha egy nemnegativ X valdszinliségi valtozé csak egészeket

vesz fel, akkor

B Var(X)
1-EX <B(X =0) < s

Ezt a két egyenlotlenséget rengetegszer fogjuk hasznalni ebben a részben. Szamos alka-
lommal latni fogjuk, hogy egy kombinatorikus tulajdonsag megléte ekvivalans azzal, hogy
egy bizonyos valosziniiségi valtozé 0 értéket vesz fel. Tehdt ha EX pici akkor P(X = 0)

nagy ¢és a strukturanak megvan a kivant tulajdonsaga nagy valoszintiséggel. Masrészt

ha V(Ig‘;(j)‘;) kicsi akkor a véletlen strukturanak nagy valdszintiséggel nincs meg a kivant
tulajdonséga.

Gyakran strukturdk egy sorozataval fogunk foglalkozni, peldaul random G(n, p) grafok
egy sorozataval. Ebben az esetben X valéjaban egy X,, eleme lesz a sorozatnak. Az is
meglehetosen dltalanos lesz, hogy X, felirhato X, = X 1(") +X§n) TRNE ‘¢ alakban, ahol
Xi(n) indikator valdszintliségi valtozok lesznek. Legyen Xi(n) az Aﬁ") esemény indikator

valoszintiségi valtozdja. Vezessiik be a kovetkezd jelolést: ¢ ~ j ha AE") és A;") nem

fiiggetlenek. Erdemes még bevezetni a kovetkezd dsszeget:

A, = P(A"M N AW).
inj
Az bsszegben (i, §) és (j,4) is szerepell) Ha P(A™) = p{™ akkor
( g j) és (j i

)

Var(X{") = E(X)? — (EX™)? = pi™ — (p")? < pi" = EX ™.

Tovabba

Cov(X", X"y = E(XM X)) —EX[" - EX!™ < E(X{"X[") = P(A" n AM).
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Felhasznalva ezen egyenldtlenségeket azt kapjuk, hogy

Var(X,,) = Z Var(X™) + 2 Z Cov(X™, X]("))
i=1

1<j

= Z Var(X™) + Z Cov(Xx™, X]("))
i=1

invj
< 3EX 4+ 3P4 0 A
i=1 inj

=EX, + A,.

Itt felhasznédltuk azt, hogy ha i ¢ j, vagyis Agn) és Agn) fiiggetlenek akkor Cov(XZ.("), X](.”)) =
0. Tehat
Var(X,) < EX, + A,.

Tehat 3.2.7 tételbdl a kovetkezo allitast kapjuk.

3.6.1 Tétel. Tegyiik fel, hogy EX,, — oo és A, = o((EX,,)?).
Ekkor P(X,, > 0) — 1.

Erdemes meg egy picit alakitani a A, kifejezésen. Sok esetben az an), e ,Xﬁf )

valoszintiségi valtozok szerepe szimmetrikus, vagyis tetszoleges i és j-re van a valoszintiségi

térnek egy automorfizmusa ami az A§”) eseményt az A§”) eseménybe viszi. Ekkor

An =y BAMNAP) =Y PAM) Y PAY | A7),

i~j J~i

Itt a belso Osszeg fiiggetlen -t6l a szimmetria miatt:
A =S5"PA™ | AM)
n J (3 :
i
Tehat
An =Y PAMAL = AL S TPAM) = ALEX,,.

Ebben az esetben a kovetkezo tételt kapjuk:
3.6.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy EX,, — oo és A* = o(EX,,). Ekkor P(X,, >0) — 1.

3.6.3 Megjegyzés. (Fontos!) Elég kényelmetlen minden egyes alkalommal kifrni a
" jelblést: Xi(n), AE"), pgn)... [gy az elkdvetkezékben az n jeldlést nem tiintetjiik fel és
példaul az utolsé allitas igy hangzik: ”Tegyiik fel, hogy EX — oo és A* = o(EX). Ekkor
P(X > 0) — 1.” Ez természetesen teljesen értelmetlen ha elfelejtjiik, hogy van egy rejtett
n paraméter. Masrészt viszont az n paraméter mindig vilagos lesz a szovegkornyezetbol.
Pelddul ha egy G(n,p(n)) random graf és X a Ky-ek szdma, akkor vildgos lesz, hogy

X = X, valészintiségi valtozé a G(n,p(n)) grathoz tartozik.
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3.6.2 Alkalmazas: grafok megjelenésének kiiszobfiiggvénye

Legyen G(n,p) az a véletlen graf n csicson, amelynek éleit egyméstol fiiggetleniil p
valoszintiséggel valasztjuk be a graf élei kozé. A p valdszinliség fligghet n-tol, példaul
elképzelhetd, hogy p = p(n) = n~/2.

Meglep6 médon az “sszes” G(n,p) grafot egyszerre lathatjuk a kévetkezdképpen.
Minden élre kisorsolunk egy [0, 1] intervallumbeli szédmot egyenletesen, majd -mintha egy
radio frekvencia keresdjét elcsavarnank- egy adott ¢ € [0, 1] dllasban elkezdenek vilagitani
azok az élek, amelyekre legfeljebb ¢ van irva. fgy t = 0-ban (1 valdszintiséggel) teljesen
sotét a graf, majd ahogy csavarjuk fel a gombot egyre tobb él kezd vilagitani, mire ¢t = 1-
be tekertiik a gombot a teljes graf vilagit. A p alldsban latjuk G(n,p)-t. Ezt hivjdk
evolucionak.

Milyen kérdéseket vizsgdlhatunk? Megkérdezhetjiik, hogy G(n, p) mekkora valésziniiséggel
tartalmaz Hamilton kort vagy mekkora valészintiséggel lesz sikgraf vagy mekkorra valoszintiséggel
lesz 100 szinnel szinezhet6. Ezek egy-egy n-re meglehetosen bonyolult kérdések és a
valaszok sem szépek. Altalaban a vélasz kicsit elegansabb ha csak limeszben akarjuk
tudni az igazsdgot, azaz limP(G(n,p) € P)-re vagyunk kivancsiak ahol P valamilyen
tulajdonsag, pl. hogy van-e Hamilton-kore a grafnak. Mi azonban még ennél is kevésbé
lesziink ambiciézusak, csak az un. kuszobfuggvényt fogjuk vizsgalni.

Egy P tulajdonsignak a p;(n) valészintiség kiiszobbfliggvénye ha

1 ha "))—>
0 ha )—>

TL

n—oo

lim P(G(n,p(n)) € P) = { 0007

Ha valaminek a valészintisége 1-hez tart, akkor némi lazassaggal csak annyit mondunk,
hogy az adott esemény (aszimptotikusan) majdnem biztosan teljesiil.

A definiciébdl vilagos, hogy a kiiszobfiiggvény nem egy egyértelmii fogalom: ha p;(n)
kiiszobfiiggvény akkor pl. tetszéleges ¢ konstansra cpy(n) is. A maésik dolog, amit a
definicié sejtet, hogy a kiiszobfiiggvényt akkor igazan érdemes viszgalni ha nagyobb p(n)
valészintiség esetén nagyobb annak az esélye, hogy G(n, p)-nek megvan a P tulajdonséga.
Ez azonnal teljesiil ha P monoton novo tulajdonsdg: ha egy G graf P tulajdonsagu
akkor élek hozzavételével tovabbra is P tulajdonsagi marad. Példaul ha egy G grafban
van Hamilton kor akkor barhany élet hozzavéve tovabbra is lesz benne Hamilton kor.
Ha a kromatikus szama legalabb 100 akkor barhany élet is hozzavesziink a kromatikus
szama legalabb 100 lesz. Az a tulajdonsdg, hogy G sikgraf-e monoton csokkené ekkor azt

érdemes vizsgélni, hogy G(n,p) milyen p-t6l veszti el a “sikgrafsagét”.
x k%

Nézziink most egy konkrét példat: mikor (milyen p-re) jelenik meg a K, illetve egy
masik H graf a G(n, p)-ben.

62



3.6.4 Tétel. A K, megjelenésének kiiszobfiigguénye n=2/3.

3.6.5 Megjegyzés. Az allitast ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az w(G) > 4 tulajdonsdg

kiiszobfiiggvénye n=2/3.

Bizonyitds. Legyen S egy 4 elemi részhalmaza V (G)-nek , ahol G = G(n, p) véletlen graf.
Az Ag az az esemény, hogy S klikket feszit Ky-ben, legyen Xg az indikator fliggvénye.
Legyen X a K,-ek szama G-ben. Ekkor

X= ) X

SCV(G)

EE

|
gy oy - n . (pn2/3)6
2 EXs (4);; =0
§EaE

Ha p(n)n??3 —, 4 0 akkor EX — 0 ahogy n tart a végtelenbe. Ekkor

lim P(w(G) > 4) =0.

n—oo

Most tegyiik fel, hogy p(n)n%? —, . 0o. Ekkor EX — oo ahogy n tart a végtelenbe.
2.5 Tételt fogjuk hasznalni: minden 4-elemii halmaz ugyantgy néz ki, igy az Xg valoszintiségi
véltozok szimmetrikusak. Az S ~ T ha |S N T| > 2, kiilénben Ag és Ar események
fiiggetlenek lennének, mivel nem lenne kozos élitkk. Rogzitsiink egy S halmazt. Ekkor
6(",%) = O(n?) darab T halmaz metszi két cstcsban S-t és 4(";°) = O(n) darab T
halmaz metszi 3 elemben S-t. Az elébbi esetben P(A7|Ag) = p°, mig az utébbi esetben

P(Ar|As) = p®. Ekkor
A" = 0(n*p’) + O(np*) = o(n'p°®) = o(EX)

mivel p(n)n=2/3 = oo. fgy 2.5 Tétel szerint K4, majdnem biztosan megjelenik a gratban.

[]

Most egy kicsit altalanosabban probaljuk megmondani, hogy mi egy H graf megje-
lenésének a kiiszobfiiggvénye. Atvizsgélva a Ky -re vonatkozo bizonyitast lathatjuk, hogy
a kiiszobfiiggvény n~2/3-ban a 2/3 éppen a K, csticsainak és éleinek az ardnya, igy az elsd
tipp az, hogy egy tetszOleges H grafra is n="()/¢(H) lesy a kiiszobfiiggvény. Ezzel csak
az az apro probléma, hogy ahhoz, hogy megjelenjen egy H graf majdnem biztosan, nem
art ha minden H' részgréfja is megjelenik majdnem biztosan, ugyanakkor az n~v(H")/e(H’)

lehet, hogy nagyobb. Ez motivéalja a kévetkezd definicidt.
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3.6.6 Definicié. Legyen H egy graf v csicson és e élen. A p(H) = ¢ mennyiséget a H
striiségének hivjuk. A H gréfot kiegyensilyozottnak hivjuk ha minden H' részgréfjara
p(H") < p(H). A H gréfot szigorian kiegyensilyozottnak hivjuk ha minden valédi H’
részgrafjara p(H') < p(H).

Ekkor az alabbi tétel bizonyitasa lényegében nem igényel 1j gondolatot.

3.6.7 Tétel. Legyen H egy kiegyensilyozott grdif v csicson és e élen. Legyen A(G) az az

esemény, hogy H (nem feltétlendil feszitett) részgrafia G-nek. Ekkor az A kiiszobfigguénye
_ /e

p=mn"ve.

Bizonyitds. Minden v elemii S halmazra legyen Ag az az esemény, hogy G|[S]-nek H
részgrafja. Ekkor
P <P(Ag) < vlp®.

Legyen Xg az Ag esemény indikator valészintiségi véltozdja. Legyen tovabba

X=) X

|S]=v

Tehéat A pontosan akkor teljestil ha X > 0. A varhaté érték linearitdsa miatt

- Y Exe— ()P0 - o),
|S|=v
Tehét ha p(n)n®® — 0 akkor EX = o(1), igy X = 0 majdnem mindig.
Most tegyiik fel, hogy p(n)n®* — oco. Ekkor EX — oco. Vizsgaljuk megint A*-t
(megtehetjiik, mert az Ag események szimmetrikusak). Az S ~ T ha S # T és van kozos
éle az éltaluk feszitett teljes részgrafnak vagyis ha 2 < [SNT| < v — 1. Ekkor

AT = P(Ar|As) = Z Z (Ar|As).

T~S =2 \TﬁSl

Legyen i rogzitett. Ekkor (V)("”Y) = O(n*™) féleképpen vélaszthatjuk a 7' halmazt.
Az SN T éltal feszitett részgrafnak ¢ csiicsa van és mivel ez részgrafja H-nak és H
kiegyenstlyozott volt, igy a metszetben legfeljebb i< ¢l van. fgy legaldbb e — ¢2 ¢l nincs
S-ben. Tehat
P(Ar|A,) = O(p* ™).
Iy
v—1

v—1
A* — ZO v— z e—ig ZO v e 1— z/v) _ O(nvpe) _ O(EX)
=2

%

||
I\

mivel n”p¢ — co. Igy 3.6.2 tétel szerint H majdnem biztosan megjelenik a grafban. [
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3.6.8 Tétel. Legyen w(n) — oco. Tovdbbd legyen p,(n) = (logn —w(n))/n és ps(n) =
(logn+w(n))/n. Ekkor G(n,p.(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan tartalmaz izoldlt

pontot, mig G(n,pg(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan nem tartalmaz izoldlt pontot.

Bizonyitds. Elészor azt bizonyitjuk, hogy G(n, ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan
nem tartalmaz izoldlt pontot. Tovabbiakban legyen p = ps(n). Legyen X az izoldlt

pontok szama. Legyen X, az az indikator valdszintiségi valtozo, hogy X, izoldlt pont

X:ZXU.

veV

Vegyiik észre, hogy P(X, = 1) = (1 — p)"~'. Ekkor

X:ZXU.

veV

vagy sem. Ekkor

Vegyiik észre, hogy P(X, = 1) = (1 — p)"~!. Feltehetd, hogy p < 1/2 (miért?). Ekkor

1

EX =) EX,=n(l-p)" "' = -

veV

n(1—p)" < 2ne P = 2pe~ o8N — 9w _ ),

ha n — oo. Ekkor
PX=0)>1-EX — 1.

Kovetkez6kben bebizonyitjuk, hogy G(n,p.(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan
tartalmaz izolalt pontot. Tovédbbiakban legyen p = p,(n). Mint elébb legyen X az izolélt

pontok szama. Legyen X, az az indikator valdsziniiségi valtozo, hogy X, izoldlt pont

X:ZXU.

veV

vagy sem. Ekkor

Vegyiik észre, hogy P(X, = 1) = (1 — p)"~!. Tehdt

EX = ZEXU =n(l —p)" ! ~ e losn e o0

veV

Most szamoljuk ki EX2-t is.

EX? =) EX?+2 Y EX,X,=

veV u,weV
=n(l—p)" ' +n(n—1)(1-p)*3
Tehat

Var(X) = EX? — (EX)?> = n(1 —p)" ' +n(n — 1)(1 —p)> 2 —n?(1 — )21 <

n— n— n— n— n— p
< n(1-p) 1—|—n2(1—p)2 3_n2(1_p)2( = n(1—p) 1+pn2(1—p)2 3 — EX+1Tp(]EX)2
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Tgy
Var(X) < 1 P

P(X = 0) <
X =0=Fxe Sgx 1,

—0

mivel 01
LSQPS Ogna
1—p n

ha n elég nagy. Ezzel belattuk, hogy G(n,p,(n)) majdnem biztosan tartalmaz izolalt

csucsot. O

3.6.9 Tétel. Legyen w(n) — oco. Tovdbbd legyen p,(n) = (logn —w(n))/n és pr(n) =
(logn + w(n))/n. Ekkor G(n,p.(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan tartalmaz nem

dsszefiiggd, mig G(n,ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan dsszefiiggd.

Bizonyitds. Az vilagos az el6z6 tételbdl, hogy G(n, pe(n)) nem osszefliggd aszimptotiku-
san majdnem biztosan, mert tartalmaz izolalt pontot nagy valdésziniiséggel. Tehat csak
azt kell belatni, hogy G(n,ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan sszefiiggé. Legyen

p =ps(n) és jelolje Xy, a k cstcsi komponensek szdamét. Tovabba legyen

Ez azon sszefliggé komponensek szdma, melyek mérete legfeljebb |n/2]. Ha G 6sszefiiggd

akkor X = 0, ha GG nem 0sszefliggd akkor X > 1 és nemnegativ egész. Tehat
P(X =0)>1—-EX.

Tehét csak azt kell belatni, hogy EX — 0 han — co. Legyen f(k, p) annak a valdszintisége,
hogy a G(k,p) random graf osszefliggé. Egy S halmaz esetén legyen Xg az az indikator

valésziniiségi véltozo, hogy S a G(n,p) egy Osszefiiggd komponensét fesziti. Ekkor
EXs = P(Xs = 1) = £(|S],p)(1 - p)/*1n 150

mivel nem szabad S és V'\ S kozott élnek mennie és a feszitett részgrafnak dsszefliggének
kell lennie. Ekkor

2,
EX=E| > Xs|=)> (k)f(fﬁp)(l —p)th.

1<|5/<[n/2] k=1

Mivel f(k,p) <1, ezt ugy becsulhetjuk, hogy

Tehat



Itt egy tag a kovetkezdképpen becsiilhetd

k n

o [ Yy 1+ g )
( w( ”_1) exp(k <1+§logn—logk>)
e et et

ha 300 < k < n/2, és kevesebb, mint valami konstans C'exp (—w(n)”T’l) hal <k <299.
Val6oban, ha = = % akkor

k 1
(%) e PRk — exp ( (1+1logn —logk) — k(n — k)w)

| /\

| /\

k k 1 1 1
2—|——logn:2+xlog—:2+a:10g—+a:logk§2+§10g2+§logk§logk
n x x

ha k > 300. Ekkor

L’”‘f (Z)(l—p)k("_k) < exp < ) 1) <§9:C+ e ) — C'exp (—w(n)n; 1> ,

k=1 k=300

Ez utébbi kifejezés 0-hoz tart ha n — oo. Tehat
P(G(n,p) nem osszefiiggd) — 0.
Ezzel kész vagyunk. [

3.6.10 Megjegyzés. Egy masik mddja az

S (1)a-pro

k=1

Osszeg becslésének a kovetkezd.

Ln/2] Ln/2] on [n/2] en [n/2] ep’“ k
> ()apren s 3 () e = X (Ferem) = 3 ()

k=1 k=1

Az eP” [x figgvény konvex az [0,00) intervallumon tetszéleges p esetén. Specidlisan az
[1,n/2] intervallumon a maximuméat valamelyik végpontjaban veszi fel. Az 1-ben ez a
fiiggveny legfeljebb e. Az n/2-ben felhaszndlva, hogy w(n) < logn feltehet$ kapjuk, hogy
a fiiggvény értéke legfeljebb 2. Tehat az egész intervallumon legfeljebb e az értéke. igy

[n/2] o )ep’“ k [n/2] o) & e2—w(n)
) (e wn?) <2 (@) <im0

k=1
Tehat
P(G(n,p) nem osszefiiggd) — 0.

Ezzel kész vagyunk.
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4. Generator fuggvények

4.1 Generator fiiggvények két szemszogbol

Generator fiiggvények hasznélata az egyik leghatékonyabb eszkoz a leszamlalds elméletben.
Segitségével kombinatorikus azonossidgokat bizonyithatunk pusztan algebrai manipuléciéval.

Egy (a,) sorozat generator fliggvénye

o0
E anx™.
n=0

Kétféleképpen lehet erre rdnezni. Egyrészt ez egy hatvanysor vagy Taylor-sor. Masrészt,

lehet erre, mint pusztan algebrai kifejezésként tekinteni, mint a

{icna:” | cn € IE‘} ,
n=0

gyuri egy elemére, ahol F egy test. Mindkét megkozelitésnek vannak elényei. Amikor
hatvanysorként nézunk erre akkor hasznélhatjuk az analizisbeli ismereteinket. Mikor al-
gebrai kifejezésként nézunk ra akkor pedig megsporolhatjuk, hogy dllandéan ellenérizziik
a hatvénysor konvergencigjat. Példaul, a > -  nlz™ egy eleme a fenti gyfiriinek, pedig
semmilyen |z| > 0 esetén nem konvergens. Ebben a fejezetben egy meglehetésen hanyag,
de precizzé teheté dolgot fogunk csindlni: mi algebrai kifejezésként founk ranézni, nem
ellenorziink konvergenciat, de hasznaljuk az analizis tudasunkat. Példaul, hasznalni
fogjuk, hogy e* = > % anélkiil, hogy el kezdenénk azon filozofalni, hogy ez alge-
brai értelemben pontosan mit is jelent. Derivalni és integralni is fogunk, amit megte-
hetiink algebrai eszkozokkel, de megint csak nem fogunk bajlodni egy formalis elmélet
felépitésével. Egyszertien elfogadjuk, hogy az analizisben miikodik akkor itt is miikodnie
kell. Az egyetlen dolog amit nem tesziink az az, hogy nem helyettesitiink be semmi-

lyen értéket, mert soha nem ellendriztiink konvergenciat (pontosabban 0-t bemeriink

helyettesiteni).
Ahhoz, hogy hatékonyan tudjunk generator fiiggvényekkel dolgozni, sziikséglink lesz
néhany hatvanysor zart alakjara. Az egyik legfontosabb ezek koziil

1
1—=x

:Zx”:1+x+x2+x3+...
n=0
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Binomialis tétel ad egy véges generator fiiggvényt:

(1+a)" = Xn: (Z) 2.

k=0

Egy hasonl6 generator fliggvényben feliil fut a paraméter a binomidlis egytitthatékban:

xm

= ()

k=0
(Vegyiik észre, hogy ( 7];; ) =0ha 0 <k <m.) Ezt az azonossagot a gyakorlaton fogjuk
bizonyitani. Minél tobb hatvanysor zart alakjat ismeri az ember annal tobb esélye van

felfedezni azonossagokat pusztan algebrai manipulaciéval.

Kicsit kellemetlen errél beszélni, de a tapasztalatom szerint meg Msc-s diakoknal
is kell egy picit beszélni az algebrai manipulaciokrél. Ez igényel nem gyakorlatot, de
nem sok tudast. Peldaul stirtin kell megeserélni két szummat. Kérek mindenkit, hogy
kicsit gyakorolja, nézze at, hogy hogyan kell egy olyan dupla szummaban megcserélni az

osszegzési sorrendet, mint példaul a

i i mk2z".

m=0 k=0
Ha bizonytalan vagy abban, hogy mit kell csinalni, akkor csinalj egy két dimenzids
tablazatot m és k futd paraméterekkel és nézd meg, hogy mely mezékben van nem 0
elem illetve mi torténik ha oszlopokra kezdesz Osszegezni sorok helyett. Egy hasonld
tandcs, hogy ha van egy rekurziéd egy (a,) sorozatra és meg kell hatdaroznod a »_ a,z"
generator fiiggvényt akkor érdemes kiilon kiirni az els6 néhany tagjat, mert a rekurzio

lehet, hogy mashogy miikodik ott.

Ajénlott irodalom: H. Wilf: generatingfunctionology [15]. Ez a konyv fenn van az

interneten.

4.1.1 Exponencialis generator fiiggvények

Kozonséges generator fliggvenyek mellett néhany esetben kellemesebb lesz az tigy nevezett
exponencidlis generdtor fiiggvényekkel dolgozni. Egy (a,) sorozat exponencidlis generator

fiiggvénye

n=0
Az némi gyakorlatot igényel, hogy eldontsiik, hogy egy adott probléméban koézonséges
vagy exponencialis generator fiiggvényt érdemes hasznalni. Ha példaul a sorozat gyorsab-
ban no, mint C™ tetszéleges C-re, mint pl. n!, akkor az erdsen sugallja, hogy exponencidlis
generator fliggvényt kell hasznalnunk. Bizonyos rekurziok is azt sugalljak, hogy érdemes

exponencialis generator fliggvényt hasznalni az adott problémaéaban.
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4.2 Leszamlalas elmélet és generator fiiggvények

Ennek a résznek a célja, hogy bemutassunk néhany egyszerti példat generator fliggvények
alkalmazéasara leszamlalds elméletben. Eloszor az ugy nevezett Bell-szamokat fogjuk
vizsgalni. A B, Bell-szam azt szamldlja hanyféleképpen lehet az {1,2,...,n} halmazt
nem iires részhalmazokra bontani. Példaul, B; = 5 mivel az {1, 2,3} halmazt a kovetkezOképpen
lehet felbontani: {1,2,3};{1,2}{3}; {1, 3H{2}; {2, 3}{1}; {1}{2}{3}. Erdemes a B, szémot

1-nek definialni.

4.2.1 Tétel. Legyen B, ahdnyféleképpen fel lehet bontani az {1,2,...,n} halmazt nem

tres részhalmazokra.
(a) Ekkor By,-re fenndll a kévetkezd rekurzio:
B, = i "= Np

k=0

(b) Tekintsik a B(z) = > oo, Ba%; exponencidlis generdtor figguényt. Ekkor

B(z) = !
(¢) Fenndll a kévetkezdé azonossdg:
1 k"
B,=-5S"%.
e Z k!
k=1
Bizonyitds. (a) Valasszunk ki k elemet az {1,2,...,n—1} halmazbdl, amelyek nincsenek

ugyanabban a részhalmazban, mint az n elem. Ezt megtehetjiik (”;1) félekeppen, és ezt

a k elemet particiénalhatjuk By félekeppen. (Vegyiik észre, hogy By = 1 megfelel annak

a particiénak, ahol a particié egyetlen részhalmazbol, az {1,2,...,n}-b6l &ll.) Tehat
B, = Zn: "~ Np
n — s L k-

(b) Felhasznalva az (a) részben bizonyitott rekurziét megmutatjuk, hogy B(x)e* = B'(z).
Vegyiik észre, hogy

Maésrészt



Tehét B(z)e® = B'(x). Most oldjuk meg ezt a differencidl egyenletet: ];/((f)) = e Itt

g((j)) = (InB(z)), {gy In B(z) = €* + ¢, tehat B(z) = e“ ™. A ¢ pontos értékének
meghatédrozasahoz vegyiik észre, hogy B(0) =1 és igy ¢ = —1. Tehat

B(x) = e L.

(c) Felhasznalva a (b) részt azt kapjuk, hogy

I P N RO WOR L A B %
n= k=0 n=0 n=0 k=0
Tehét o
1 n
T ek

]

4.2.2 Megjegyzés. 4.2.1 tétel egy kompakt torténet arrél hogyan miikodnek a generator
fiiggvények. Eloszor levezetiink egy kombinatorikus azonossagot, rekurziot a definiciobol.
Majd ezt az informaciét egy generdtor fliggvénnyé valtoztatjuk. Végiil pedig algebrai ma-

nipulacioval levezetiink olyan azonossagokat amelyek a fekete magia hataran mozognak.

Kovetkezo vizsgalatunk targya a masodfaju Stirling-szamok. Ezek a Bell-szamok egy
finomitasa.
Jelolje {Z} ahdnyféleképpen fel lehet bontani az {1,2,...,n} halmazt pontosan k

darab nem {ires részhalmazra. Példaul, {’f} =1les {Z} = 1 minden n-re, és {3} =3. A

n-3 1}

El6szor bizonyitsunk be egy rekurziét a masodfaju Stirling-szamokra. Ebbdl kés6bb

definiciobdl vildgos, hogy

levezethetiink kiilonféle generator fliggvényeket.
4.2.3 Allitas. A kovetkezd rekurzid fenndll:
n n—1 n—1
= k )
o) {k 1 } * { k }

Bizonyitds. Tekintsiik az {1,2,...n} particidit k nem tires halmazra. Két esetet kiilonboztetiink
meg: ha n egy elemii halmazt alkot akkor a maradék n — 1 elemet & — 1 halmazra kell
bontani. Ezt {Zj} féleképpen tehetjiik meg. Ha n nem alkot halmazt egymaga akkor a

maradék n —1 elemet k£ nem iires halmazra kell bontani, majd az n-et betenni a k halmaz
n n—1 n—1
= k .
) {k - 1} i { k }
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4.2.4 Allitas. A kovetkezd azonossdg fenndll:
n
Z{k}x(x—l)...(:c—k—i—l) ="
k

Elsd bizonyitds. Az allitast n-re meno indukcidval bizonyitjuk felhasznalva az el6zo allitas

R

Az allitas trividlis n = 1-re. Ha n — 1-ig tudjuk az &llitast akkor

rekurzidjat:

J0=% {Z}x(z—l)...(az—k‘+1)

{Zj}+k{n;1}>x(x—1)...(x_k+1)
Z

n

1}"E(I_1)"‘(9”_’”1)*21?{%;1}ac(:z:—1)...(x—k;+1)

(
:;{”gl}m—1)...(x—k)+k§:k{”;1}x(x—1)...(x—k+1)
:i{ngl}(x(x—1)...(x—/<:)+k:x(x—1)...(x—k:—|—1))
knl{nkl}x(x1)...(xk;+1)((xk;)+k:)
xknl{nkl}x(:cl)...(:ck—l—l)

]

Masodik bizonyitds. El6szor abban az esetben bizonyitjuk az allitast amikor x pozitiv
egész. Szinezzik az {1,2,...,n} elemeit = szinnel. Az ilyen szinezések szdma z™.
Masrészt ugy is szamolhatunk, hogy eloszor felbontjuk a halmazt k szinosztalyra, majd

az els6 halmazt x, a masodikat x —1,... szinnel szinezziik. Ezt 6sszegezve k-ra azt kapjuk,

hogy
Z{Z}x(fp_l)--'(%—k%—l):x",

Mivel mindkét oldalon egy polinom all amelyek megegyeznek minden pozitiv egészre,

ezért Ok megegyeznek, mint polinomok. O]

A rekurziot felhasznalva zéart alakot bizonyithatunk kiilonboz6 generator fliggvényekre.
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4.2.5 Allitas. Minden k > 1 esetén

k

Z{Z}x": (1—x>(1—;x)...(1—kx)‘

n>0

Bizonyitas. Legyen
n
n>0

Felhasznélva a rekurziét azt kapjuk, hogy

Fu(z) = Z{Z}x" - ; <{Zj} +k{”;1}> 2" = 2 Fy_y(2) + ko Fiy(z).

n>0

Tehat
x

1—kz
Mivel {711} = 1 definici6 szerint, ezért Fy(x) = ;=-. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy

Fk(x) = Fk,1($).

k

Z{Z}x”: (1—x)(1—;x)...(1—kx)'

n>0

]

Hasonl6 médon kaphatunk zart alakot Stirling-szamok exponencialis generator fiiggvényére

is.

4.2.6 Allitas. Minden k > 1 esetén

S{a=C5t

n>0

=3 {3}

Bizonyitas. Legyen

Ekkor

no=-S (o= (o e ) oo -

n

= Fk_l(z) + k‘Fk(Z)
Legyen Gy (2) = Fj,(2)e . Ekkor

G (2) = (Fi(2) = kFy(2)e ™ = Fia(2)e .

Innen induckiéval kévetkezik, hogy

M EEE—

n>0
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Természetesen ha vannak mésodfaji Stirling-szamok akkor kell lennitik els6faju Stirling-
szamoknak is. Valdban, az [Z} elsofaju Stirling-szamok azt szamoljak, hogy az 1,2,...,n
elemeknek hany olyan permutacidja van amiben pontosan k ciklus van. Példaul, [;‘] =11,
mert a kovetkezé permutdciokban van pontosan 2 ciklus: (1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143), (3)(124),
(3)(142), (4)(123), (4)(132),
(12)(34), (13)(24), (14)(23). Természetesen

k=1

Alabb talalhaté a fenti allitdsok analdgjai elséfaju Stirling-szamokra. Gyakorlaton

fogjatok ezeket az allitasokat belatni.
4.2.7 Allités. Minden n,k > 1 esetén fennall, hogy
n n—1 n—1
= -1 .
H [k:—l] +n ){ k }
4.2.8 Allitas. Minden n > 1 esetén

Z [Z] e =a(r+1).. . (z+n-1).
k=0
4.2.9 Allitas. A kovetkezd azonossdg fenndall:

B[ (P

n>0

Végiil a kovetkezo allitas osszekoti az elsé és méasodfajia Stirling szamokat.

4.2.10 Allitas. Minden m,n > 0 esetén
Z{n} k (1) = 1 ha m =n,
- kJ |m 0 ham #n.
4.3 Snake oil mdédszer

Generator fiiggvényeket arra is lehet hasznalni, hogy zart alakot talaljunk bizonyos 0sszegekre.
Az Ggy nevezett snake oil mdédszer nagyon egyszerli, mégis meglehetdsen hatékony. Nagyjabol
az Otlet a kovetkezé. Tegytk fel, hogy mi Osszegezni akarjuk a > ;_, (Z) kifejezést.
Hivjuk az Osszeget A,-nek. El6szor meghatdrozzuk a ) >  A,x™ generdtor fliggvényt:
ez altdlaban egy szummazasi sorrend cserével és némi algebrai manipulaciéval megte-

het6. Amint megvan a generator fiiggvény, esetiinkben ——. elkezdjiik meghatarozni az

127

egyitthatoit: ﬁ = > ,2"z". Ebbdl kapjuk, hogy A, = 2". Alabb taldlhat6 szdmos

példa erre a stratégidra. Be tudod tomni a lyukakat a fenti gondolatmenetben?
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4.3.1 Allitas. Fenndll a kivetkezd azonossdy:

R AU
2MF = (24" +1).
> (" )zt -5 ey

k=0

Bizonyitas. Legyen

Ekkor

1—-2x 1 -2z

1 -5z +422 (1 —2)(1—4x)
21 +1 1
31—4x 31—=x

2 n 1 n
=3 (4x) —i-g;x

Tehat

4.3.2 Allitas. Fenndll a kivetkezd azonossag:

S () =2 ()6
= ()00
5= (1) ()2

5

Bizonyitdas. Legyen

és



Ekkor

Maésrészt

Tehat A,, = B,, minden n-re.

4.3.3 Allitas. Fenndll a kivetkezd az0nossag:

A

k=0

e ()05

Bizonyitds.
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Ekkor

Tehat
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5. Extremalis grafelmélet

5.1 Bevezetés

Ebben a jegyzetben minden graf véges és egyszeri. Ha G = (V,E) egy graf, akkor
v(G) = |V(G)] és e(G) = |E(G)] jeldli a G csucsainak illetve éleinek a szamat. A H C G
jelolés pedig azt jelenti, hogy H részgrafja G-nek (vigydzat nem feszitett részgrafja). A C,
az n csucsu kort jeloli. Ezen jegyzet célja az extremalis grafelmélet kovetkezo klasszikus

tételének bizonyitasa.

5.1.1 Tétel (Bondy-Simonovits). [5] Minden k > 2 egészre léteznek ¢y és no(k) konstan-
sok, melyekre a kovetkezd teljesil. Legyen G, egy n csicsi grdf, melyre n > ng(k) és
éleinek szdmdra teljesiil, hogy e(G,) > cxn'™V/*. Ekkor Cy C G,,.

Ezen jegyzet Bondy és Simonovits eredeti cikkét kéveti [5]. Lényegében ugyanez a
bizonyités taldlhaté meg Bollobds Béla: Extremal graph theory cimii konyvében [4]. Ez
a konyv még mindig standard hivatkozasi alap az extremadlis grafelmélet teriiletén noha
egyes részeit jelentésen meghaladta a tudomdany?.

Ezen jegyzet a kovetkezdképpen épiil fel. A kovetkezd részben kicsit felelevenitjiik a
Cy kor esetét. Tovabbd egy gyengébb, de egyszertibb eredmény bizonyitasaval bemutatjuk
a Bondy-Simonovits tétel bizonyitasanak {6 gondolatat. Ezt azért csinaljuk igy, mert igy
egyszeriibb lesz latni, hogy a tétel bizonyitasdban mi a f6 gondolat és mi az ami csak
technikai nehézséget okoz. A harmadik részben bebizonyitjuk a Bondy-Simonovits tételt,

valéjaban erésebbet fogunk bizonyitani, mint amit kimondtunk.

5.2 Visszatekintés és a bizonyitas f6 gondolata

Alabbiakban eloszor a Cy esetével foglalkozunk. Ezt néhanyan taldn tanultatok elsében,
de nem art feleleveniteni. Ennek a bizonyitasa kiilonbozik 5.1.1 tétel bizonyitasatol, de

ennek a gondolatmenete is nagyon fontos, ez az un. cseresznye leszamlaldason alapul.

5.2.1 Tétel. Legyen G,, eqy n csucsiu grdf, mely nem tartalmaz 4 hosszu kort. Ekkor

n3/2 n

'Ez nem nagy csoda, ugyanis a kényv 1978-ben frodott, igy egyik nagy hidnyossaga, hogy a regularitdsi

lemma egyaltalan nem szerepel benne.

78



Bizonyitds. Legyen G,, csucsainak fokai dy, ds, ..., d,. Ekkor

Szamoljuk meg hany 2-hosszi 0t (azaz 3-csicsi ut, népszeriibb nevén cseresznye) van
a grafban. Legyen cs a cseresznyék szama. Ha a cseresznye kozépso csucsa a graf k.

csucsaban van akkor a cseresznye két végét ( ) féleképpen valaszthatjuk ki. Tehat a

A kritikus észrevétel az, hogy egy csiucspar legfeljebb egy cseresznyének lehet a két

cseresznyék szama

végpontja, ugyanis ha két cseresznyének is a végpontjai lennének akkor a két cseresznye
kozépso cstcsaival egyiitt egy 4-hosszi kort kapnank. Tehat minden csucspar legfeljebb

egy cseresznyének lehet a két végpontja, igy legfeljebb (Z) cseresznye lehet. Tehat

()==%2)

Eloszor levezetiink egy alsé becslést a cseresznyék szamara a pontos képletbol.
n dk 1 n , 1 n 1 n ,
o2 (3) e gk g

2i<2dk> (G = Gy = 2GS .

2n n
Tehat 26(G,)?
n e
> —e(G,).
(5) = 250 - e
Ez azt jelenti, hogy e(G,,) kisebb, mint a
9 _
_xz_w_n(n 1):()
n 2

masodfoku egyenlet nagyobbik gyoke, igy

14 4/1+ 42020220

e(Gp) <z = 52 =

n n3/2 n
(1+\/4n— 3) < Z<1+\/4n> =5 7

Ezzel bebizonyitottuk az allitast. O]

Az aldbbi tétel bizonyitasa megegyezik 5.1.1 tétel bizonyitasdnak f6 gondolatéval.
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5.2.2 Tétel. Legyen G, eqy n csiucsi graf, mely nem tartalmaz legfeljebb 2k hosszu kort.
Ekkor e(G,,) < n'tV/* £ p,

Bizonyitds. Legyen a G, graf legkisebb foka d és legyen x egy d-foku cstcs. Epitsiink
x-bél egy szélességi keresofat. (Nem biztos, hogy G Gsszefiiggd, igy lehet, hogy ez nem
feszitéfa, de ez nekiink nem is kell.) Az z csicstol j tavolsagra levd cstcsok halmaza
legyen V;. A fa els6 szintjén vannak az x szomszédai vagyis a V; halmaz elemei. Legyen
y,z € V1. Ekkor y szomszédai nem lehetnek Vi-ben, mert nincs haromszog a grafban.
Tovabba y és z-nek z-en kiviil nincs kozos szomszédja, mert akkor lenne benne egy 4-
hosszi kor. Tehat a Vi-beli csticsok mindegyikének van legalabb d — 1 szomszédja és ezek
mind kiilonboz6ek. Altaldban is legyen u,v € V; ahol j <k — 1. Ekkor u és v nem lehet
Osszekotve, mert akkor a fan felsétdlva a kozos Osig kapnank egy legfeljebb 2k hosszi
paratlan kort. Kozos szomszédjuk sem lehet V;,;-ben, mert akkor a kozos szomszédbodl
felsétalva u, v-n keresztiil u és v kozos 6sébe kapnank egy legfeljebb 2k-hosszu paros kort.
Tehat minden Vj-beli cstcsnak (j < k — 1) legaldbb d — 1 szomszédja van Vj,i-ben és

ezen csucsok mind kiilonbozéek. Tehat
Vieal = (d = D]V}
ha j < k— 1. Igy
n > Vil > (d = D[Viei| 2 (d = 1D?[Vies| > -+ > (d = 1)~

Tehét d < n'/k +1. Torsljiik ki z-t a grafbdl, ekkor a maradék n— 1 cstcs grafban sincs
legfeljebb 2k-hosszi kér, igy ebben a legkisebb fokszam legfeljebb (n — 1)Y/* 4 1, azt is
toroljik ki... Ezt addig folytatva, amig el nem fogy G,, minden cstcsa kapjuk, hogy

e(G) <+ D)+ (n=DY* + 1)+ + (1 4+ 1) < n-nk 4 n.

Tehét e(G,) < n't/F 4. O

5.3 Altaldnos extremadlis grafelméleti lemmak

Ebben a részben Osszegytijtottem néhany olyan trividlis észrevételt, melyek altalaban is

nagyon hasznosak és a Bondy-Simonovits tétel bizonyitasdban is hasznaljuk.

5.3.1 Lemma. Legyen G eqy grdf e(G) éllel. Ekkor létezik olyan H pdros részgrdfja,

melyre dy(x) > 3dc(z) minden x € V(G)-re teljesil. Specidlisan, e(H) > e(G).

Bizonyitds. Adott A C V(G) esetén jelolje e(A,V \ A) az A és V' \ A halmazok kozott
mend élek szamat. Legyen X C V/(G) olyan, hogy e(X,V \ X) maximélis. Legyen H
az a paros graf, melynek két osztdlya X és V' \ X. Azt éllitjuk, hogy ekkor dy(z) >
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+dc(z) minden z € V(G)-re teljesiil. Valban, ha ez valamely v € V-re nem teljesiilne
akkor v-t atraknank a mésik osztalyba és none a két osztaly kozott meno élek szama
(dg(v)—dy(v))—dg(v) = dg(v)—2dy(v) darab éllel. Ezzel bebizonyitottuk a lemmat. [

5.3.2 Megjegyzés. A 5.3.1 Lemmat altalaban a kovetkezokre hasznaljuk. Tegyiik fel,
hogy azt akarjuk bizonyitani, hogy ha egy n csicsi grafban nincs K kizart részgraf akkor
G-nek legfeljebb O(f(n)) éle van. Ha ezt be tudjuk bizonyitani paros grafokra akkor
egy 2-es szorzét veszitve ugyan, de maris be tudjuk bizonyitani az 0sszes grafra a lemma
segitségével. Mivel hasznos lehet ilyen allitas, ezért kimondok még két hasonld allitast

bizonyitas nélkiil.

5.3.3 Lemma. Legyen G eqy grdaf e(G) éllel. Ekkor létezik olyan H = (A, B, E') pdros

részgrdfja, melyre ||A| — |B|| <1 és e(H) > 1e(G).

5.3.4 Megjegyzés. Tehat meg lehet kovetelni, hogy a paros graf két osztélya kozel
ugyanakkora legyen. Sajnos azt nem lehet elérni, hogy minden egyes cstcs fokara is
teljesiiljon dy (z) > %dg(l‘) egyenl6tlenség és az osztalyok is kozel ugyanakkorak legyenek.
Otlet a lemma bizonyitdsahoz: vérhaté érték médszer vagyis atlagolds.

Néha sziikség lehet ra, hogy a fokszamok ne csak alulrdl legyenek korlatozva hanem

feltlrol is. A kovetkezo allitas erre példa.

5.3.5 Lemma. Legyen G egy d-requldris grdaf. Ekkor létezik olyan H = (A, B, E') pdros

részgrdfia, melyre

d
dy(x) — 5‘ < 104/dlogd

minden x € V(G)-re.
5.3.6 Megjegyzés. Bizonyitasi 6tlet: LLL vagyis Lovasz lokal lemma.

* * *

A kovetkezokben egy masik nagyon hasznos trividlis allitast bizonyitunk.

5.3.7 Lemma (Minimalis fokszam-atlag fokszam elv). Legyen P egy tulajdonsdg, melyre
teljesil, hogy ha eqy H-nak megvan a P tulajdonsdga akkor minden olyan grdfnak is
mely feszitett részgrdfként tartalmazza H-t. (Példa: P(K) az a tulajdonsdg, hogy G-
nek részgrdafja-e eqy adott K graf.) Tegyik fel, hogy ha egy legfeljebb n csicsi grafnak
r =r(n) a minimdlis foka akkor teljesiil rd a P tulajdonsdg. Teqyik fel, hogy azn csicsi
G-re nem teljesiil a P tulajdonsdg, ekkor legfeljebb (r — 1)n éle van igy az dtlag fokszdm
G-ben legfeljebb 2r.

Bizonyitds. Mivel G-re nem teljesiil P, igy van legfeljebb r — 1 foku cstucsa, ezt kitorolve
megint van a grafban legfeljebb r» — 1 foku cstics... fgy a grafnak legfeljebb (r — 1)n éle

van. fgy kevesebb, mint rn éle van, azaz az atlagfokszam legfeljebb 2r. n
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5.3.8 Megjegyzés. Ha egy grafban a minidlis fokszam legalabb 3 akkor tartalmaz péros
hosszu kort (miért?). fgy ha egy n csicsi graftban nincs paros hosszu kor akkor legfeljebb
2n éle van.

Tehat a 5.3.7 Lemma értelmében ha azt akarjuk bizonyitani, hogy egy grafnak legfel-
jebb rn éle van akkor elég igazolni, hogy r minimalis fokszam esetén mar P tulajdonsagu

lenne.

5.4 5.1.1 Tétel bizonyitasa

Ebben a részben ratériink a Bondy-Simonovits tétel bizonyitasara. Mint azt mar emlitettiik,

egy kicsit erésebbet fogunk bizonyitani.

5.4.1 Tétel. Legyen G, egy n csicsi grdf. Ha e(G,) > 100kn'™'/* akkor Coy C G,
minden ¢ € [k, kn/*].

Igazabdl a kovetkezo allitast kellemesebb lesz bizonyitani.

5.4.2 Tétel. Legyen E = e(G,). Ekkor Cy C G,, minden ¢ > 2 esetén, melyre teljestil,

E 4o ppljt « E
hogyéﬁmesén/ < 167

Konnyen lathato, hogy 5.4.2 tételbol kovetkezik 5.4.1 tétel, amelybol pedig kovetkezik
az 5.1.1 tétel.

* * *

Most bebizonyitunk egy elsé latasra ide nem ill6 lemmat. Ez az egyelore kicsit mis-

ztikus lemma még jol fog jonni. Sziikségiink van a kovetkezd definicidra.

5.4.3 Definicié. Egy G gréf csicsainak egy (nem feltétleiil j6) szinezése t-periddikus ha

tetszoleges G-beli t-hosszu ut két végpontja azonos szint.

5.4.4 Lemma. Legyen t pozitiv egész és leqgyen G egy dsszefiiggd graf v(G) csicson, e(G)
éllel, melyre e(G) > 2tv(G). Ekkor G tetszbleges t-periddikus szinezésében a szinek szima
legfeljebb 2.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy ha e(G) > 2tv(G) akkor G tartalmaz két szomszédos
pontot, amelyeket 6sszekot két legalabb ¢ hosszi ut. Az 5.3.7 Lemma (minimélis fokszam-
atlag fokszam elv) miatt elég ezt olyan grafokra megmutatni, ahol a minimalis fokszdm
legalabb 2t. Tehat tegyiik fel, hogy G-ben a minimalis fokszam legalabb 2t.

Legyen P = z1xs ... 2 a G egy leghosszabb itja. Mivel P egy leghosszabb 1t, ezért
r1 minden szomszédja P-belinek kell lennie, kiilonben P-t meg lehetne hosszabitani.
Legyenek x; szomszédai: z;, = x9,%,,...,x;., ahol r > 2t. Tekintsik az z; és x;,

csucsokat, 6k szomszédosak és 0sszekoti ket a diszjunkt P; = x5 ... x;, valamint P, =
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Xy Ty - - - Tip, 1 Utak, melyek legaldbb t-hossziak. A tovabbiakban hivjuk ezt a specialis
részgrafot ©-grafnak.
Mivel G szinezese t-periodikus, ezért természetesen a O-részgraf
szinezése is t-periddikus. A kovetkezd 1épésben tekintsik ezt a
t-periddikus szinezést. Legyen C7,C5, Cy a O-graf harom kore,
hosszaik legyenek rendre /1, {5, (3. Legyen t; a legkisebb periodus,

amivel C; kor periédikus.

Konnyt latni, hogy mind a hdrom kérén ugyanannak a periédusnak kell lennie (miért?),
gy t| = ty = t3. Masrészt t; | ;. Ha C3 kor a leghosszabb akkor ¢4 + 0y — (3 = 2,
gy t; = t* | 2 azaz t* = 1 vagy 2. Tehdt a O-részgrifon legfeljebb csak két szint
hasznalhatunk.

Mivel G Osszefiiggo, ezért tetszoleges v csticshoz létezik egy Ut a ©-részgrathoz, legyen
ez ta + b hosszu (b < t). Ekkor még t — b 1épést téve a O-részgrafon lesz olyen pontja a
O-részgrafnak amit t-vel oszthaté hosszisagu it kot 6ssze v-vel, igy ennek a két csticsnak

a szine meg kell egyezzen. Tehat az egész graf is legfeljebb két szinnel van kiszinezve. [

Az alabbi lemma tekinthet6 a bizonyitas folépésének, a 5.4.2 tétel ebbdl mar konnyen

ki fog jonni.

5.4.5 Lemma. Legyen G pdros grdaf n csicson, melyben a minimdalis fok legalabb s =
max (5¢nt/*,50¢). Ekkor Co C G.

Bizonyitds. Legyen x a G graf egy tetszoleges csticsa és legyen V; az x-tdl i tavolsiagra
lev6é pontok halmaza. Mivel G paros, ezért V; fliggetlen halmaz minden i-re.
Tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz C5 kort. Megmutatjuk, hogy ekkor 1 < i < ¢
esetén
Vil _ s

> —,
[Viea| — 5¢ )

Ez azonnal ellentmondéshoz vezet, mert s > 5¢n'/* miatt |Vi| > n/“|Vi_4|, {gy |Vi| > n,
de az egész grafnak n csicsa van.
A fenti (x) &llitdst i-re mend indukciéval bizonyitjuk. Az ¢ = 1 eset trividlis, mert

deg(r) > s > ;. Tegyiik fel, hogy az éllitast mar beldttuk 7 — 1-re.
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v Legyen H = G[V;_1 UV;] a V;_; UV} altal feszitett részgrafja
ngvil G-nek. Legyen Hy,...H, a H komponensei. Végil legyen
: W; = H;NV,_1. Egy y1y2 ...y, utat monotonnak hivunk ha

C) V2 az 1; csucs x-t0l vald tavolsaga szigorian monoton né vagy
o csokken. (Vagyis egy monoton ttnak minden V; halmazzal

legfeljebb 1 kozos pontja van.)

Megmutatjuk, hogy e(H;) < 4¢v(H;). Ez trividlis ha |[W;| = 1 ugyanis ekkor ha ennek
az 1 pontnak d a foka H-ban akkor a d < 4/(d + 1) egyenlStlenség trividlisan teljesiil.
Tehat tegyiik fel, hogy Wi-nek legalabb 2 pontja van.

Legyen a € V,, melyre a kovetkez6 teljesiil:

(i) létezik két monoton ut, P; és P, a-bdl Wi-be melyeknek csak ”"a” a kézos pontjuk,
(ii) p minimé&lis, melyre (i) teljesiil.

El6szor is megmutatjuk, hogy ekkor W; minden cstcsa 0ssze
van kotve egy monoton tttal a-val. Legyen y € W és legyen
Ps3 egy monoton ut z és y kozott. Ekkor p minimalitdsa miatt

P3;-nak metszenie kell Pj-et valamilyen z pontban és ekkor

kapunk egy monoton utat a és y kozott: aP;zP3y monoton

ut a és y kozott.

Kovetkezo 1épésben piros és kék szineket rendeliink a W csicsaihoz oly mdédon, hogy
ha két csicsnak, u-nek és v-nek, kiillonboz6 a szine akkor 1étezik u-bdl és v-bdl egy-egy
monoton Ut a-ba, melyeknek egyetlen kozos pontja az a csucs.

Ezt a kovetkezOképpen tehetjilk meg: ha az u cstucshoz
létezik egy monoton 1t wu-bol a-ba, mely diszjunkt P»-t0l,

akkor legyen a szine piros, egyébként meg legyen a szine kék.

Megmutatjuk, hogy ez egy jo szinezés.

Tegyiik fel, hogy u szine piros, v szine kék. fgy létezik egy P, monoton it u és a
kozott, mely diszjunkt P»-t6l. Legyen P, egy tetszoleges monoton 1t v és a kozott. Mivel
v kék, igy P, metszi Ps-t a-tol kiilonb6zo pontban, legyen az utolsé ilyen metszéspont P,-
n szamolva z;. Tegytik fel, hogy P, és P, nem diszjunktak vagyis van egy a-tél kiilonbozo
metszéspontjuk, legyen 25 a metszéspontok koziil az utolsé megint csak P,-n szamolva.
Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy mi a z; és zy sorrendje a P, uton. Ha 2z,
van kozelebb v-hez akkor vP,zoPya egy P»-t0l diszjunkt monoton it v és a kozott, igy
v szine piros lett volna. Ha z; van kozelebb v-hez P,-n akkor vP,z; Poa egy monoton ut

v-bol a-ba, amely diszjunkt P,-t6l. Tehdt ez a szinezes valéban jé.
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Most szinezziikk Hy N V; pontjait zolddel. Azt allitjuk, hogy
Hi-nek ez a piros-kék-zold szinezése t-periédikus ¢ = 2(¢ —
i+ p+ 1) periédussal. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Mivel
H, péros graf, ez csak tugy lehet, hogy van egy piros u € W,
és kék v € Wy, amelyeket 6sszekot egy 2(¢ —i+p+ 1)-hosszi
@ ut H-ban. Mivel u és v szine kiilonbozik, igy van két

diszjunkt monoton ut, P, és P,, u-bdl és v-bdl a-ba. Ekkor

azonban @, P,, P, utak egy kort hataroznak, melynek hossza
20 —i+p+1)+2(i —1—p) = 2(, ami viszont nem lehet.

Tehat ez a szinezés valoban t-periddikus.
fgy a kicsit misztikus 5.4.4 Lemma szerint
e(Hy) < 2tv(Hy) < 40v(H,y).
Hasonl6an kapjuk a Hs, ..., H, komponensekre, hogy e(H;) < 4lv(H;) (i = 1,...,q).
Tehat e(H) < 40v(H).
Legyen H* = G[V;—2 U V;_1]. Az eléz6ekhez hasonléan e(H*) < 40v(H*). Tovabba az

indukeio miatt
\VQ 1 ’ s

E

Maésrészt
e(H) + e(H") = |Vi_1|

mivel minden cstcs foka legalabb s. Tehat
A(Via| + Vil + Vica| + [Vica]) = 4(u(H) + 0(H")) > e(H) + e(H") = 5|V ].

fgy

1
Vil = (s = 80)|Viea| - 4€[Vica)).

l
Most hasznaljuk (**)-t.

1 2002
’V\Z—€<( —85)—_> Vil

Mivel s > 504, igy

il 1 14s s
> —(s—=9) > —— = —.
Vi 229> 5% T
Ezzel bebizonyitottuk az allitast. ]

Most mér készen allunk réa, hogy bebizonyitsuk 5.4.2 Tételt. Egyszertiség kedvéért

megismételjik az allitast.

5.4.2 Tétel Legyen E = e(G,,). Ekkor Cy C G, minden { > 2 esetén, melyre teljesiil,

hogy 1 < W és Int/* < i E
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Bizonyitds. Az allitast n-re mend indukcioval bizonyitjuk. n = 1 esetén a feltételek nem
teljesiilhetnek, igy az allitas trividlisan igaz.

Hasznédljuk a 5.3.1 Lemmat: létezik H, C G, paros graf, melyre e(H,) > e(G,)/2 és
minden cstics H-beli foka legaldbb fele a G-beli fokdnak. Ha minden cstucsnak H,-ben a

foka legalabb % akkor

E
50n'/t 500) < —
max(5¢n"/*, ) < o

miatt Cy C H,, a 5.4.5 Lemma miatt. Tehat ekkor Cy C G,,.
Ha létezik w € V(H,), melynek a foka H,,-ben kisebb, mint % akkor ennek a cstcsnak
a foka G,-ben kisebb, mint % Legyen G,,_1 = G,, — w. Megmutatjuk, hogy G, _;-re

teljesiilnek az indukcios feltételek vagyis

e(Gn-1) , 1 e(Gn-1)
T VR e B e

Ekkor Cy C G,_q és igy persze Cy C G,. A feltételek valéban teljesiilnek. Mivel

e(Grn) -
t< 1(00n) 18y

= 100n  100(n—1) ~ 100(n —1)
e(Gn)

(Mivel w foka kisebb, mint e(G,)/n.) Masrészt ¢n'/* < <52 miatt

_elGn) _ e(Ga) — &(Gn) __elGu)

e(G,)  e(G,) — 4E _ G

n

10n  10(n—1) ~ 10(n—1)

((n— )Y <t <

Tehat valoban teljesiilnek a feltételek. Ezzel bebizonyitottuk a tételt. O]

5.4.6 Megjegyzés. A k = 2,3,5 értékekre 1étezik konstrukeié G, grafokra, melyek nem

1+1/k

tartalmaznak Cy, kort és cn éliikk van.
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