Huffman koédok

Jelblések: Legyen A a diszkrét forras K betiivel (2 < K < 00). Py jeloli az ay
betii valoszintiségét, amelyekrdl feltessziik, hogy legfeljebb egy kivételével pozitivak.
Egy binéaris faban két cstcs testvér (sibling) ha koz6s a sziilGjiik.

Huffman koéd megkonstrualasa Az algoritmus a kovetkezs: a kodot egy
binaris faval fogjuk &brazolni ( Huffman kod prefix kod lesz), a levelek felelnek
meg a koédszavaknak a szokidsos médon. Harom lépés van:

1) Az L a forrasabécé jegyeinek valoszintiségeinek listaja, ezek fognak megfelelni
a fa leveleinek.

2) Vegyiik a két legkisebb valoszintiséget az L listabol, a nekik megfelels csiicsokat
testvérekké tessziik: felvesziink egy koztes cstcsot, amely a sziilGjiik lesz. A sziilé
és a gyerekeik kozotti éleket felcimkézziik 0-val illetve 1-gyel.

3) Helyettesitsiik a két valosziniiséget az Osszegeikkel, ez felel meg a koztes cstic-
snak. Ha az 14j L egy elemii akkor megallunk, egyébként visszaugrunk a 2) lépésre.



Strukturalis karakterizacio

Az igy kapott binéris fa olyan, hogy minden csticshoz hozza van rendelve egy
szam: a sziil6h6z rendelt szam megegyezik a gyermekeihez rendelt szamok Osszegével,
ezzel ekvivalens, hogy a szdm mgegyezik a megfelel§ leveleken levE szamok Gsszegével.
Ennél kicsit tobb is igaz.

Definici6: Egy binaris fa sibling tulajdonsidgi ha minden csicsnak (kivéve a
gyokérnek) van testvére és a csticsoknak létezik egy sorbarendezése, hogy a megfelels
valdszintiségek monoton cstkkend sorrendben vannak és minden cstcs szomszédos a
testvérével a sorrendben.

I. Megjegyzés: Az azonos nagysagu valoszintiségek miatt a monoton csokkend
sorrend nem feltétleniil egyértelmii, ezért van csak létezés a definiciéban.

II. Megjegyzés: A Huffman kddhoz tartozo fanak trividlisan megvan a sibling
tulajdonsiga a konstrukcié miatt, amelyben 2K — 2 elemi a lista.

I. Tétel: Egy binaris prefix tulajdonsagi kéd pontosan akkor Huffman-kéd ha
a kodfa sibling tulajdonséag.

Bizonyitas: Teljes indukcioval.

Megjegyzés: Egy [. szinten levé cstics valdszintisége legfeljebb akkora, mint egy
[ — 1. szinten lev( csics valoszintisége.

Definicié: Rendezett Huffman kod olyan Huffman koéd, amelynél két testvér
esetén a valosziniibb kapja a 0-s élt, a méasik az 1-est.

Definici6: Egy fa lexikografikusan rendezett kddfa, ha minden [/-re az [. szinten
levd
csticsok valoszintiségei legfeljebb akkorak, mint az [—1. szinten levé cstucsok valoszintisége,
tovabba az [. szinten a val6szintiségek monoton csokkennek a lexikografikus rendezés-
nek megfelel§en.

I1. Tétel: Egy binaris prefix kéd pontosan akkor rendezett Huffman koéd ha a
kodfa lexikografikusan rendezett.

Bizonyitas: Teljes indukcioval.



Huffman kéd redundanciaja

K
r=> Py —H(P,...,Px)
k=1

ahol H(Py,...,Px) = — >, Pilog P,. Ismert, hogy optimalis kodra 0 < r < 1.
Huffamn kédokra a redundancia felirhaté egy mésik alakban is. A Huffman kod
sibling tulajdonsagt, azaz van egy monoton csokkené valdszintiségekbdl 4116 sorrend,
hogy a 2k — 1. és a 2k.-hoz tartoz6 cstucs szomszédosak. Legyen ¢ a k. valoszintiség
a listan.

Ekkor a varhato kodhossztsag kovetkezGképpen irhato fel:

Ez a kovetkezSképpen lathat6é: minden g¢; néhany P; osszege és Py, éppen ny darab
q; 6sszeadandoja.
Hasonl6an atirhat6 az entrépia is:
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ahol K (z) = —zlogy z—(1—x) logy(1—x). Ez val6jaban egy binaris fabeli "teleszko-
pos' Gsszeg mivel
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K-1

3 (gor 1+ go) K(—2——) = =3 " Plog, P+ 1-log, 1 = H(P,,...., Px)
e G2k—1 + Gok .
Tehat
— Q2K
r= ) (1 - K(— 2
(@261 @20)( (Q2k—1 + QQk))

ES
Il

1

Végiil legyen | > 1 valamilyen szint, melyen a fa teljes (azaz L = 2! cstics van a
szinten), de van csics az [ + 1. szinten is. Ha K > 2 akkor ilyen [ létezik. Legyen m
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a legkisebb egész, amelyre a 2m — 1. cstcs az [+ 1. szinten van és legyenek ¢1, ..., ¢}
a valoszintiségek az [. szinten. Ekkor az el6z6 Osszeget szétvagva kapjuk, hogy
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Ha K = 2 akkor | = 1 mellett nincs masodik tag. Ezekkel az el6késziiletekkel
konnyebb a kovetkezs tétel bizonyitésa.

Tétel: Legyen P, a legvaloszintibb betti valdszintisége. Ekkor a Huffman kod
redundanciijara teljesiil, hogy
T S P1 —+ o

ahol 0 =1 — log, e + log, log, e =~ 0,086. Ha P, > % akkor

7“§2—K(P1)—P1§P1

Bizonyitas: Ha 0 < z <  akkor K (z) < 2z. Ezt az egyenlétlenséget alkalmaz-
zuk a levagott részre:
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Ez utobbi egyenlétlenség azért igaz, mert a ¢;-k monoton csékkennek. Tehat

TSZ—H(QL---’CI},)"_(]mel

Legyen n, a legrovidebb kédszé hossziisaga, ez ahhoz a betiihoz tartozik, amelynek
P, a valoszintisége.

Elgszor tegziik fel, hogy P, > %, ekkor ny =1 és | = 1, azaz éppen azt kapjuk,
hogy r < 1—-K(P;)+qom—1. Mivel go1 < 1—-Py,igyr < 2—K(P;)—P;. A masodik
egyenltlenség P, = % valamint P, = 1-re egyenlGséggel teljesiil, igy a konvexitéas
miatt ebben az intervallumban mindenhol teljesiil. Ez K = 2-re is teljesiil, igy ezt
az esetet elintéztiik.

Tovabbiakban legyen n; > 1. Ha minden kédsz6 ugyanolyan hosszt akkor legyen
[l = ny — 1, kiilonben legyen | = n;. Mindkét esetben ¢o,,—1 < P;. Legyenek az (.
szinten a valoszintiségek qi, ..., ¢}, melyekre ¢} > gh > ...q} > ¢|/2. Legyen @ azon



qi,- .., qp valasztasok halmaza, amelyek teljesitik a fenti egyenlGtlenséget, tovabba
> ¢, = 1. Ekkor

r<l— min H(q¢,...,q;)+ P

[}

Mivel H konkav fiiggvény, igy a minimum () valamely extremalis pontjaban vétetik
fel.
() extremalis pontjai azok a pontok, amelyekre létezik n, hogy 1 < n < L, ¢} = ¢}
ha i <nés ¢; =q;/2 han < j < L. Ekkor adott n-re ¢; = —2_ azaz

L+4+n
2 L—n
in H(¢,....q") = min |—1lo
[in (1, qp) = min | —logy 7—— 4 +——

Ha n-t nem csak az egészeken hagyjuk futni kapjuk, hogy a minimum [ — ¢ ahol
o = 1—log, e+log, log, e. Ezt behelyettesitve éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

Megjegyzés: A becslés egészen pontos. Ha P, > % akkor a (P;,1 — Pp,0)

valészintiiségekkel ellatott forras egyenlGséggel teljesiti a becslést. Ha a valoszintiségek

(3,3,3) akkor a redundancia 0.415, a becslés pedig 0.419-et ad.



A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy hogyan valtozik a redundancia ha protokol
célokra megtartunk egy 1 vagy 2 hossztu kodszot.

Tétel: Minden véges forrashoz létezik egy prefix kod, amelynek redundanciaja
legfeljebb 1 és nem hasznél egy 2 hossztisdgi kodszot.

Bizonyitas: ElGszor megkonstrudljuk a Huffman kédot, majd vessziik a kevésbé
val6szint csiicsot az elsd szinten és a masodik szintre pakoljuk, az 1j 2-hosszi kodszo
lesz az § testvére és felvessziilk még a sziilgjiiket. Igy ezen az 4gon minden koédszo
1-gyel hosszabb lett. Legyen ¢ és go az eredeti fa elsG szintjén a két valdszintiség.
Ekkor ha r volt az eredeti redundancia akkor az j ' redundanciara kapjuk, hogy
r" =r + qo. | = 1-re hasznélva az el6z6 bizonyitas masodik képletét kapjuk, hogy

r<1—-K(q)+qe¢

r'<1—K(g)+2¢<1

Utobbi egyenlGtlenségben felhasznaltuk, hogy ¢ < % Ezzel bebizonyitottuk az
allitést.

Megjegyzés: Az (%, %,O) valészintiségekkel ellatot forrasra a becslés egyen-
16séggel teljesiil. Megmutathato, hogy a fenti eljaras a nem hasznalt 2-hosszt sz6
megvalasztasara optimalis ' minimalizalasa szempontjabol.



Adaptiv Huffman-kédolas

Ha nem ismerjiik az egyes bettik valoszintiségét akkor a forras betiinek relativ
gyakorisagat hasznaljuk. A probléma az, hogy nincs mindig lehet&ség arra, hogy
végigvarjuk az egész betiisorozatot. Ezért a kovetkezGt csindljuk: minden N lépés
utdn az addigi eloszlasra felépitjiik a Huffman-fat és azt alkalmazzuk, ezt mind
a kodold, mind a dekodol6 megcsinalja. Az elején valamilyen a priori eloszlast
hasznalunk (ha semmit sem tudunk a forrasrol, akkor mondjuk az egyenletes elos-
zlast hasznaljuk).

Nincs sziikség a tényleges relativ gyakorisagokat kiszdmolni, mivel ezeknek csak
egymashoz viszonyitott ardnyuk fontos, ezért dolgozhatunk a gyakorisdgokkal, azaz
egész szamokkal. Arra sincs sziikség, hogy a Huffmann-fat mindenegyes alkalom-
mal djra épitsiik, elég ha agakat cseréliink (bar kis faknal, azaz kevés betiinél ez
édesmindegynek tiinik).

Apré technikai triikkk az oregbités: mivel a betiik eloszlasa valtozhat, ezért
érdemes az 1j N beti el6tt beszorozni a gyakorisagokat valamilyen 0 < a < 1-
val, igy az 0j betlik nagyobb sillyal szamitanak. A megfelel6 (IV, ) par kitalalasa
problémafiiggs, attol fiigg, hogy az eloszlas varhatéan milyen gyorsan valtozik.



