Lucas-sorozat

Bevezetés. Az alabbi jegyzetben két sorozat szamelméleti tulajdonsagait hasonlitjuk Gssze:
2" + (=1)™ és a ¢} + ¢, ahol ¢1 = 1+2\/g és qo = 1*2‘/5. Ezutébbi sorozat a Lucas-sorozat
és az Lpy1 = Ly + Ly—1, Lo = 2, L1 = 1 rekurziot elégiti ki, mig az el6bbi sorozat az
M1 = My+2M,_1, My =2, My =1 rekurziot elégiti ki. Tovabbiakban néhany egyszerd

lemmat bizonyitunk be.

I. lemma: A Lucas-sorozat k-val oszthato6 elemei periédikusan helyezkednek el a sorozatban.

Bizonyitas: El6szor egy apr6 megjegyzés: (L, Lp4+1) = 1, ez nyilvanvalo, hiszen ha d | L,
és d | Lpt1 akkor d | L1 — Ly, azaz d | L,—1 és induciobol kovetkezden d | Ly = 1.

Ezutan tegyiik fel, hogy k | Ly, és k | Lyp+q, megmutatjuk, hogy ekkor k | L1204, illetve
ha n > d akkor k | L,_4. Tekintsiik a sorozatot, legyen L, ; =z (mod k).

m n—d|... | n—=2|n—-1|n|n+l|n+2|... n+d
Ly, mod k| (—1)T1Fx | ... —x x| 0 x x| ... | Fgx=0

Tehat ha L, 1 = = (mod k), akkor L, s = Fsx (mod k) és L,,_, = (—1)*"1F,z (mod
k), ahol Fy az s. Fibonacci szam. (z, k) = 1, kiilénben L,, és L,,1-nek lenne 1-nél nagyobb
koz0s osztoja, ami nem lehet. Tehat k | Fy. Ebbdl mar kovetkezik, hogy k | Ly424, mert
ha y = Lyyq1 (mod k), akkor k | Ly q miatt L4414 = Fa-y =0 (mod k). Hasonloan
adodik, hogy k | L,—g4 és teljes indukcioval kapjuk, hogy k | Lytad €8 Lp—pa-

Legyen [(k) az a legkisebb pozitiv egész, amelyre k | Ly, ezt tovabbiakban k rendjének
nevezzik. Ha nem létezik akkor I(k) = oo.

II. lemma: Legyen k > 2. Ha k | L,, akkor % pératlan egész szam.

Bizonyitas: ElGszor is vegyiik észre, hogy
Lyn =" + 43" = (a7 +¢5)° = 3¢7a5 (4 +a3) = Ly — 3(=1)"La,

Tehat k | Ly)-bol kévetkezik, hogy k | Lgx) ¢s igy az el6z6 tétel miatt & | Liagy1yih)-
Masrészt ha k > 2 akkor k[ Loy, mert

Lon =aqi" +a3" = (¢ + ¢5)° — 2q7¢5 = L —2(—1)"

Tegyiik fel, hogy van olyan v, amelyre k | L, és v nem (2¢ + 1)I(k) alaka. Ekkor van olyan
s, melyre 0 < d = |(2s + )I(k) — v| < I(k). Ha itt egyenldség all, akkor v = 2al(k),
igy k osztja Logi(r)-t € L(aa+1)i(k)-t, amibdl kévetkezik, hogy &k | Loy, ami nem lehet
k > 2 esetén. Ha nem A&ll fenn egyenlGség akkor L, és L,i4 is oszthato k-val igy L, 4
is, specidlisan L, mod a)-t is osztja k, de mivel v mod d < d < I(k), ezért ez nem lehet.
Ezzel bebizonyitottuk a lemmat.

Megjegyzés: Ha k = 2 akkor 2 | L,, ha 3 | n.
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IIT. lemma: Legyen p paratlan prim. Ha [(p) létezik, akkor % paros egész.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy az L,, mod k sorozat periodikus, legyen a periodus m(k). Ekkor
a 0-k periodusa osztoja m(k)-nek, igy 2l(k) | m(k). Tehat elegends megvizsgalni m(p)-t.
Megmutatjuk, hogy ha p = 5t + 1 akkor m(p) | p— 1, mig p = 5t £+ 2 esetén m(p) | 2(p+ 1).
El6szor is megmutatjuk, hogy p | L, — 1:

pt1 p+1

2 2
p+1 P P
2Lp11 = 2Ly = ) < 2k )5k N ((2kz> " <2k - 1>) "=
k=0 k=0

= (g>50+ @)5%1 =1+5 (2) (mod p)

Most megvizsgaljuk a két esetet kiilon-kiilon.

l.eset. p = 5t+1. Ekkor 2L,1; =1+ 5 (mod p), azaz L,y; = 3 (mod p). Mivel L, =
L, (mod p) és Lyt1 = Lo (mod p), ezért itt p — 1 hosszi periddus van. (Persze nem biztos,
hogy ez a legrovidebb periodus.)

2.eset. p = bt £2. Ekkor 2L,11 = 1 —5 (mod p), azaz L,y1 = —2 (mod p). Mivel
L, =1 (mod p), ezért L, o = —1 (mod p), igy Lp+1 = —Lo é8 Lpyo = —L; (mod p).
Tehat Ly = —Lgipi1 = Lpyop+1) (mod p) vagyis ebben az esetben 2(p+1) hosszi periodus
van.

Tehat ha p = 5t + 1 akkor 2I(p) | p— 1, ami éppen a bizonyitando allitas. Ha p = 5¢ £ 2
akkor 2l(p) | 2(p + 1), ezutan méar csak azt kell bizonyitani, hogy % paros, ez pedig
kovetkezik abbol, hogy p fLpt1. Ezzel bebizonyitottuk a lemma allitasat.

M1-Tétel: Ha M,, prim akkor n 0, kettGhatvany vagy prim.

Az allitas jol ismert, ha n kettShatvany akkor a Fermat-primeket kapjuk, ha n prim
akkor a Mersenne-primeket.

L1-Tétel: Ha L, prim akkor n 0, kett6hatvany vagy prim.

Bizonyitas: Ha n pératlan és p egy n-nél kisebb primosztoja akkor a II. lemma alapjén
L, | L,, tehat ekkor L, nem lehet prim. Ha n paros és n = 2%y ahol r 1-nél nagyobb
paratlan szam, akkor Lox | Ly, tehat L, ekkor sem lehet prim. Ezzel bebizonyitottuk az
allitast.



M2-Tétel: Legyen p prim és ¢q primosztoja Mp-nek, ekkor q 2pk + 1 és 8¢ £ 1 alakd.
L2-Tétel: Legyen p > 3 prim és g primosztéja L,-nek, ekkor ¢ 2pk + 1 és 5t + 1 alakd.

Bizonyitas: Elgszor megmutatjuk, hogy ¢ 5t =1 alaki. Ehhez felhasznaljuk azt az azonos-
sagot, hogy 5F3, .1 — L3, ., =4, ahol Fy, 11 a 2n+ 1. Fibonacci-szam. Mivel p > 3 paratlan

prim, igy g > 2 és q osztoja Ly-nek, ezért (g) =1lazaz ¢ =5t £ 1.
Mivel ¢ | Ly, ezért i(q) | p, de L1 = 1, igy I(q) = p, masrészt a III. lemma alapjan
Ig) | (g — (%)), azaz p | ¢ — 1. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

M3-Tétel: Legyen g primosztoja Mayn-nek, ekkor ¢ 2"T1r + 1 alakd, s6t ha n > 2 akkor
2"+2p 4 1 alaka.

L3-Tétel: Legyen ¢ primosztoja Lon-nek, ekkor g 271 £ 1 alaka.
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Bizonyitas: Mivel g | Lan, ezért I%T) paratlan azaz [(q) = 2™. Mésrészt 2 i

g=2""r+ (2) Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Ennél t6bb nem mondhato, mert Lon = 271y — 1 alakd, ahol r paratlan, igy
biztosan lesz olyan primosztéja , amely nem irhaté fel 27F2r 4 1 alakban.

IV. lemma: Ha p = —1 (mod 4) akkor p | L,,, ahol m = pi(%).

Bizonyitas: Két esetet kiilonboztetlink meg aszerint, hogy p = 5t +1 vagy p = 5t 2 alaka.

l.eset Legyen p = 5t £ 1. A III. lemma bizonyitasanal lattuk, hogy L, = 1 (mod p) és
L,_1 =2 (mod p), ebbdl kapjuk, hogy L,_o = —1és L,_3 =3 (mod p). Teljes indukcioval
kapjuk, hogy L,—j = (—1)**1L;_; (mod p). Ha p = 4a—1 akkor azt kapjuk, hogy La,_1 =
—Log—1 (mod p). Tehat ekkor p | L, ahol m = prl.

2. eset Legyen p = 5t £ 2. A IIL. lemmanal latottak alapjan L, = 1 (mod p) és Lyy1 =
—2 (mod p), igy Lp,—1 = —3 és L,_o = 4 (mod p) és teljes indukciobdl kovetkezden
Lpiii = (—=1)F*1L;, (mod p). Ha p = 4a — 1 akkor Ly, = —La, (mod p), azaz p | Ly,
ahol m = p—gl

r—(8)
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Tehat mindkét esetben p | L,,, ahol m =

Megjegyzés: Mivel L, L,,+1 = Loyy1 + (—1)", ezért Lp 1 Lp+1 =L,—1=0 (mod p), ha
p = 4a —1, de ekkor nem tudjuk, hogy p melyiket osztja a ket tag koziil. Az is latszik ebbdl,
hogy ha p = 4a + 1 akkor p )(LpTleTH.

Lucas-tétel: Ha p = —1 (4) akkor 27 — 1 akkor és csak akkor prim ha 2P — 1 | Lop-1.



Bizonyitas: Eldszor tegyiik fel, hogy 27 —1 prim, megmutatjuk, hogy 2¥ —1 | Lgp-1. A TV.
lemma alapjan 2P — 1 | L,,, ahol m = (2P — 1 — (QPE:l)), mivel 22 — 1 = —1 (4). Masrészt

(221 = (24k+3_1) = (81) = —1, vagyis m = 2P~!. Igy éppen a bizonyitandé &llitast

5 5 5
kaptuk.

Most tegyiik fel, hogy 2P — 1 | Lgpr-1, megmutatjuk, hogy 2P — 1 prim. Legyen ¢ 27 — 1
legnagyobb primosztoja. Tudjuk, hogy Lop—1, minden primosztdja, igy ¢ is, 2Pr + 1 alaka
az L3-Tétel alapjan, tehat ¢ > 2P — 1, ami csak agy lehet ha ¢ = 2P — 1 prim. FEzzel
bebizonyitottuk a tétel allitasat.

LM2-Tétel: Ha n pozitiv egész, melyre n = 0 (4) vagy n = 3 (4), akkor 32" — 1 akkor és
csak akkor prim ha 3-2" —1 | Lg.gn-1.

Bizonyitas: A bizonyitas ugyantgy megy, mint el6bb. Ha 3-2™—1 prim akkor 3-2" —1 | L,,,
ahol m = 2(3-2" —1 — (22:=1)) = 3. 271,
Ha pedig 32" — 1 | L3.gn—1 és g primosztdja 3 - 2 — 1-nek, akkor ?’ZQ(L

é) pératlan, igy

5
I(q) = 2" vagy I(q) = 3 -2"~1. Mivel q?(g)a) paros, ezért
g =2"r+1. Mivel q | 3-2" —1, ezért t(2"r £ 1) = 32" — 1, ahol ¢ nem lehet se 2,
se 3, mert azzal a jobb oldal nem oszthato, tehat t = 1 vagy ¢t > 4. Ha t = 1 akkor
mivel a jobb oldal 4k — 1 alaka, igy a bal oldalon is —1-nek kell allnia és r = 3 vagyis
3-2" — 1 prim. Ha ¢t > 4 akkor rendezziik 4t az egyenletet: (tr — 3)2" = £t — 1, de
(tr—3)2" > (tr—3)4 = (dr— 1)t — 124t > 12— 12+t > £t — 1, tehat ez az eset nem lehet.
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

M4-Tétel: n | Zd‘nu (%) M.
L4-Tétel: n | Zdln,u (%) Lq.

Bizonyitas: Elegendd leellendrizni, hogy az

n

1
an = — Z(_Li)an—i ap =1
i=1
rekurzi6 egészeket definidl-e. Az L, sorozat rekurzidéja miatt a; = ay = —1, i > 2 esetén

a; = 0. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.
L5-Tétel: Ly,.q | 2(L2" — 1)

Bizonyitas: Tekintsiik a kdvetkez6 azonossagot: Loy Lop+o = L%n 1 1+5, mésrészt a rekurzi6
miatt Lo, = Lonqo (mod Loyy1), igy L%n+2 = 5 (Lap41). Fennall tovabba a koévetkezs
azonossag: L2, = Lonio + 2(—1)"*1. Ezek alapjan L2V = L1 (Lopgo + 2(—1)"FH)™
Legyen (V5 4 2(—=1)"t1)* = a;, + bv/5, ekkor ap1 = 2(—1)" lag + 5by és bpi1 = ap +
2(—1)"*1b;. Ekkor (Lapia + 2(—1)"*1)* = ay + byLayi2 (mod Lay,i1), hiszen ugyanaz a
rekurzio teljesiil rajuk, mivel L3, , =5 (mod La,41).
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Mivel (\/5+2(—1)”+1) = (7\/54_(;1) H) ,ezért ay, = (—1)("+1)k%, mig by, = (—1)(”“‘1)(’“'*'1)%.
Tehat
2L = Ly (Lan + (—1)" T F3,Lopy2) (mod Loyi1)

A tovabbiakban felhasznaljuk a kovetkezd azonossagokat: F3, = %(Lg,n +2L3,-1), to-
vabba Lan = Lm+n+(_1)anfna igy Lgn = (—1)”Ln+2 (L2n+1) és Lgnfl = (—1)n+1Ln+3 (L2n+1)~
Fel fogjuk hasznélni tOVébbé, hogy L2n+2 = L2n+3 (L2n+1) és L2n+4 = 2L2n+2 (L2n+1) és
a mar megismert L3, o =5 (La,4+1) kongruenciat.

Az els6 azonossag alapjan:

102" = 5Lp41Layn + (—1)" T Loy 1 Lan Longo + 2(=1)" " Ly 1 Ly 1 Lony2 (Lont1)
A masodik azonossagot ebbe beirva kapjuk, hogy
10L2% 4 = 50,41 (—1)"Lyo+(—1)" " Ly 1 (—1)" Ly o Log o +2(—1)" " Ly (—1)" "' Ly 3 Lop o
Megint az Ly, Ly, = Lpyyn + (—1)" Ly azonossagot hasznaljuk.
0L =5(=1)"(Lanta+(=1)"") = (Lansa+(=1)"") Lopya+2(Lan+a+3(=1)"*) Lono
Most hasznéaljuk fel az utolsé kongruencidkat.
10L2%4 = —5+45(=1)"Lopto—L3, o+ (—1)"Lony2+4L3, 5 +6(—1)" " Lo, 0 = 10 (Layt1)

Mivel (5, Lopy1) = 1, ezért Loy41 | Q(Lfl’:ﬁl —1). Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Ha 3 f2n + 1 akkor (Lopy1,2) =1, igy Lopt1 | Li’fil —1.



